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Resume´
Form˚alet med denne rapport er at identificere og analysere større forskelle,
dvs. spring mellem matematik p˚a gymnasialt A niveau i alment gymnasium
og 1. a˚rs universitetsstudium i matematik. Derfor udføres en analyse af kapit-
ler om integration og plan- og rumgeometri i udvalgt undervisningsmateriale
for alment gymnasium og en analyse af integrationskapitler i undervisnings-
materiale for 1. a˚r p˚a Københavns Universitet. Hertil analyseres udvalgte
eksamensopgaver fra de to uddannelsesinstitutioner. Som analyseramme an-
vendes de i rapporten “Kompetencer og matematiklæring” (KOM-rapporten)
opstillede otte matematiske kompetencer, Tall og Vinners teori om begrebs-
billede og begrebsdefinition samt Sfards teori om matematisk begrebsdannel-
se. Som supplement til analyserne gennemføres en spørgeskemaundersøgelse
blandt 3.g højniveau studerende, hvori det forsøges afklaret hvorvidt de stu-
derendes begrebsbilleder, stemmer overens med de formelle begrebsdefini-
tioner. Det konkluderes, at den studerende primært opn˚ar en operationel
forst˚aelse af integrabilitet i gymnasiet, hvor der p˚a universitet p˚akræves b˚ade
operationel og strukturel forst˚aelse heraf. Det konkluders ogs˚a at studeren-
de i gymnasiet kan f˚a opbygget begrebsbilleder, som ikke harmonerer med,
hvad der forventes p˚a universitetet. Dette betyder, at den studerende kan
komme til at opleve forstyrrelser af sine begrebsbilleder og forøget generel
usikkerhed i fremtidige begrebsdannelsesprocesser. Vi har desuden identifice-
ret en progression i kompetenceniveauet. Progressionen er naturlig for nogle
af kompetencerne; men i relation til generaliseringer af matematiske begreber
samt det aktivt at kunne udføre beviser, er der tale om et spring. Disse ele-
menter gør det klart, at overgangen til et matematikstudium p˚a universitetet
vil kunne opleves som problematisk.
Abstract
The purpose for this report is to identify and analyse mayor differences, ie.
discontinuities between mathematics at high level in Gymnasium and first
year of mathematics studies at University. In order to do so, an analyses is
performed on the topics: “Integrability on R” and “two and three dimen-
sional geometry” in relevant calculus textbooks at Gymnasium level and an
analyses is performed on the topic “Integrability on R” in relevant calculus
textbook for first year students at KU, University of Copenhagen. Included
is analyses of relevant examination exercises of the mentioned institutions.
As framework for the analyses is used the eight competences put forward in
the so called KOM-rapport “Kompetencer og matematiklæring”, the theory
of Tall & Vinner concerning concept images and concept definition and the
theory of Anna Sfard on mathematical concept formation. In addition to
these analyses, a questionnaire is undertaken among students at senior year
at Gymnasium, high level, in order to try to clarify whether the concept
image of the individual students coincide with the official concept definition.
It’s found, that the individual students primarily obtain operational concep-
tion of the concept of Integrability during Gymnasium whereas University
level requires both operational and structural conception. It’s furthermore
concluded, that there is a possibility that students through Gymnasium can
obtain concept images that aren’t in tune with what’s expected at Univer-
sity level. This implies, that the student might experience disturbances in
his concept images and an enhanced general feeling of uncertainty during
future concept formation. Furthermore wee have identified a progression in
the “level of assumed competence”. This progression is obvious for some of
the individual competences; but in relation to generalisation of mathematical
concepts and the individual ability of being able to perform proofs, disconti-
nuities are detected. The latter elements makes is obvious, that the change
of scene - to mathematics studies at university level - can be experienced as
troubled.
Forord
Dette projekt beskæftiger sig med forskelle mellem gymnasialt A niveau i ma-
tematik og 1.˚ars universitetsstudium i matematik., hvor forskellen primært
undersøges gennem analyse af udvalgt undervisningsmateriale. Det skal dog
pointeres, at projektet ikke har til forma˚l at afgøre om de inddragne læ-
rebøgerne egner sig som undervisningsmateriale p˚a et givet uddannelsesni-
veau. Bøgerne er valgt med det udgangspunkt at skulle afspejle generelle
træk i matematikken p˚a to danske uddannelsesniveauer.
Som udgangspunkt var det svært for os at udvælge en lærebog fra det
almene gymnasium, og derfor skylder vi en tak til Bjørn Grøn, som er fagkon-
sulent i matematik i Undervisningsministeriet, for assistance til udvælgelse
af en lærebog for gymnasiet (se A.1). Vi vil ogs˚a takke lærerne Anne Wint-
her Petersen og Svend Olsen fra Himmelev gymnasium og Carsten Baagøe
Andersen fra Roskilde Amtsgymnasium for at stille deres klasser til vores
r˚adighed, samt give et tak til de deltagende elever for være s˚a venlige at
udfylde vores spørgeskemaer. Videre vil vi takke Mogens Niss for god midt-
vejsevaluering, og Dr. Graham Cooper for villig forklaring p˚a vores spørgsma˚l
om Cognitive load theory (se A.2). Endelig skylder vi en tak til vores vejleder
Tinne Hoff Kjeldsen for konstruktiv kritik gennem projektforløbet.
Rapporten henvender sig til matematikundervisere p˚a gymnasie- og uni-
versitetsniveau, samt fagkonsulenter og andet godtfolk, der ma˚tte have noget
med undervisning eller uddannelsesstruktur p˚a de to institutioner at gøre.
Forfattere af matematiklærebøger kan ogs˚a have glæde af at læse rapporten.
Læsevejledning Indledningsvist præsenteres problemformuleringen og en
problemafgrænsning (se 1), hvor der er gjort rede for valg af undervisnings-
materiale, stofomr˚ader samt fravalg af fokus. Herefter følger teoriafsnittet (se
2), hvor der vil blive gennemg˚aet og kommenteret relevante dele af de ind-
dragede teorier, som skal fungerer som analyseredskab i lærebogsanalyserne.
I forlængelse af dette afsnit vil der være en fuldstændig præcisering af vores
problemformulering samt en definition af fagligt kompetenceniveau. Herefter
følger to separate analyser (se 3.1 og 3.2). Disse vil, sammen med analyse af
uddragede eksamensopgaver (se 3.3) og og det empiriske materiale (se 3.4),
blive sammenholdt og diskuteret i (se 4), med det forma˚l at give svar p˚a
problemformuleringen. Afslutningsvis opsamles resultaterne i en konklusion
(se 5), og en efterfølgende perspektivering af projektet (se 6).
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Kapitel 1
Indledning
Vores indledende motivation til at skrive dette projekt er, at vi, ved over-
gangen fra gymnasieskolen til universitetet, har følt, at der var et “spring” i
sværhedsgraden af det matematiske stof. Det er vores klare forventning, at
ogs˚a andre studerende har følt et spring da de startede p˚a matematikstudiet
p˚a universitetsniveau.
Indikationer p˚a, at en s˚adan problematisk overgang finder sted, kan opn˚as
ved at støtte sig til statistikken. Hos Danmarks Statistik1 registreres antal
optagne p˚a bacheloruddannelser i matematik samt antallet der gennemfører
disse studier. Som det ses af figur 1.1, kan man lidt groft sige, at omtrent en
tredjedel, 36 %, af de der starter, gennemfører uddannelsen. Den resulterende
frafaldsprocent virker høj, og er væsentlig højere end vi havde forventet.
Selvom der har været en markant stigning i tilgangen til bacheloruddan-
nelserne i matematik p˚a landsplan, har der ikke været en lige s˚a markant
stigning i de efterfølgende a˚r i fuldførelsen. Den normerede studietid for ma-
tematik er, som for andre bacheloruddannelser, tre a˚r, og derfor ville man
ma˚ske forvente en tilsvarende stigning i fuldførslen tre a˚r senere. Frafaldet
kan skyldes s˚a meget; s˚asom uddannelsesskift, job, stiftelse af familie etc.
- men et fagligt spring kan være en del af forklaringen. Om frafaldet over-
hovedet er knyttet til det faglige kan forsøges vurderet ved at sammenligne
med andre uddannelser. I samme periode er forholdstallet mellem optagne
og fuldførte p˚a bacheloruddannelser, dvs. for alle bacheloruddannelser som et
hele, oppe p˚a 57 %(ikke vist p˚a figuren). Der er s˚aledes et relativt stort frafald
p˚a matematikstudiet - og et frafald som tilsyneladende ikke er uafhængigt af
det faglige.
P˚a baggrund af vores egne erfaringer og med supplering af statistikken har
vi en hypotese om, at den matematiske ballast, de studerende har erhvervet
1www.statistikbanken.dk
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Figur 1.1: Antallet af studenter, der har p˚abegyndt og fuldført deres
matematik studier. Tallene stammer fra Danmarks Statistik under
tabellerne U27 og U37. Figuren skal læses p˚a den ma˚de, at tilgangen
for en given a˚rgang først fuldfører en a˚rrække senere, som cirka svarer
til normeret studietid (tre a˚r). F.eks. vil de, der fuldførte i 1997 være
af den a˚rgang, som startede i 1994.
før start p˚a universitetet, ikke til fulde stemmer overens med de krav, der
stilles til dem p˚a det første a˚r ved universiteterne. Denne hypotese ønskes
afprøvet ved at stille følgende spørgsma˚l:
1.1 Problemformulering
I hvilken forstand er der et spring i det faglige kompetenceni-
veau mellem gymnasialt A niveau og 1.˚ars universitetsstudium i
matematik?
1.1.1 Problemuddybning
Det er selvfølgelig svært at bedømme et spring. Hvis et spring i fysisk for-
stand er at fjerne begge ben fra jorden, kan det spørges til, om man springer
op. At springe op eller ned vil være hhv. at hæve og sænke det faglige niveau.
Men hvorn˚ar er forskellen i niveau s˚a karakteristisk at man kan anvende be-
tegnelsen et spring? En forskel er nødvendigvis ensbetydende med et spring,
s˚a derfor vælges det i dette projekt, at definere et spring som en forskel i
kompetenceniveauet, der medfører en mulig problematisk overgang. Og kun
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mulig problematisk, da det ikke nødvendigvis vil forholde sig s˚adan i virke-
ligheden.
Hvad der konkret menes med det faglige kompetenceniveau, defineres i
afsnittet “Teoriernes samspil med problemformuleringen” da visse termer og
definitioner skal anskueliggøres før “fagligt kompetenceniveau” kan defineres
endeligt. Men i populære vendinger kan det dog siges, at den overordnede
projektproblematik omhandler:
• De studerendes matematiske kompetencer.
• Forskellige matematiske begrebers forankring i den enkelte.
Kompetencer er et ord de fleste af os føler os bekendt med, men n˚ar or-
det kompetencer optræder i opbrydningen af projektproblematikken, s˚a skal
kompetencer forst˚as som defineret i KOM-rapporten af Mogens Niss et al
[KOM02]. Denne definition er gengivet i nødvendigt omfang i afsnit 2.1.
Primært drejer det sig om at en persons samlede matematiske kompeten-
ce, kompetence i normal forstand, opbrydes og grupperes i delkompetencer,
gøres konkrete og relativt kvantificerbare. Eller som formuleret i [KOM02,
s.43]
Matematisk kompetence best˚ar i at have viden om, at forst˚a,
udøve, anvende, og kunne tage stilling til matematik og matema-
tikvirksomhed i en mangfoldighed af sammenhænge, hvori mate-
matik indg˚ar eller kan komme til at indg˚a.
S˚aledes haves, i disse kompetencer, et ma˚leværktøj/analyseværktøj til vur-
dering af den enkeltes matematiske forma˚en.
Det andet element vi ønsker at se nærmere p˚a er begrebsdannelsesproces-
sen, eller med andre ord, hvorledes begrebsforst˚aelsen opn˚as og forankres hos
den studerende. Denne størrelse indeholder information om, i hvilket omfang
den studerende bibringes matematisk indsigt eller alene trænes til at væ-
re god til operationelle udfoldelser, samt om i hvilken grad undervisningen
forsøger at sikre, at den studerendes forst˚aelse af diverse begrebers anvende-
lighed, rækkevidde og begrænsninger er tilstrækkeligt tilpasset den gængse
forst˚aelse af begrebet. Begrebsdannelsesprocessen vil blive søgt analyseret p˚a
baggrund af Talls og Vinners “Concept image and concept definition in mat-
hematics with particular reference to limits and continuity” som beskrevet i
afsnit 2.3 samt p˚a baggrund af Anna Sfards “On the dual nature of mathe-
matical conceptions: Reflections on process and objects as different sides of
the same coin” som beskrevet i afsnit 2.2.
B˚ade begrebsdannelsesprocessen og de matematiske kompetencer vil fun-
gerer som analyseredskaber til udvalgte kapitler af lærebøger fra 3.g. gymna-
sialt højniveau og fra 1. a˚rs universitetsstudium i matematik.
Side 6 af 123
1 Indledning 1.1. Problemformulering
Figur 1.2: Diagram over sammenspillet mellem de tre vigtigste
elementer: Læreren, Studerende og Det der skal læres. “Informa-
tionsstrømmen” g˚ar b˚ade den ene og den anden vej. Informations-
strømmen, der fokuseres p˚a i dette projekt, er mellem lærebog og den
studerende.
1.1.2 Problemafgrænsning
Fravalg af lærerfokus
Det synes umiddelbart at være et uindskrænket faktum, at læreren spiller en
vital rolle i læringsprocessen. Formodningen synes bekræftet af ma˚den, hvor-
p˚a læringssituationen eller processen beskrives i den etablerede didaktik. Fi-
gur 1.2 illustrerer dette. Processen fanges her af forskellige typer af metaforer
redegjort for i Per Fibæk Laursen, “Didaktikkens Kognitionsbegreb” [Lau98].
Af traditionelle metaforer kan f.eks. nævnes stofmetaforen, hvor den stude-
rende er en krukke, læringen er en væske, og læreren hælder væske i krukken,
her er læringen alts˚a en substans og læreren fylder substansen p˚a den stu-
derende. Af nyere dato kan f.eks. nævnes konstruktionsmetaforen, hvor den
studerende konstruere eller bygger viden, og hvor læreren er en art vejleder
eller h˚andsværksmester. Dette er bare et lille udpluk af denne metaforver-
den, og om end disse metaforer fremst˚ar vidt forskellige i udtryksformer og
fokus, har de dog noget fundamentalt tilfælles. Alle p˚apeger de, at lærings-
situationen best˚ar af tre grundfaktorer[Lau98, s.14]: Læreren – Studerende
– Det der skal læres (se figur 1.2). Med en s˚adan overbevisende p˚apegning
af disse tre nødvendige dele, hvordan kan man s˚a alligevel forsvare eller ar-
gumentere for, at fokusere p˚a undervisningsmaterialet, og s˚aledes se bort fra
underviserens rolle? Forklaringen p˚a dette er ren pragmatisk: Med x antal
matematikundervisere p˚a gymnasier samt universiteter med sandsynligvis
hver deres undervisningsstil og individuelle emnebidrag til pensum, hvordan
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skulle det s˚a være muligt samlet, at vurdere den rolle læreren spiller for det
potentielle faglige kompetencespring? Allerhøjst ville dette bibringe nogle
“løse” formodninger eller indikationer, hvis betydning kun kan begrundes og
vurderes via en længerevarende undersøgelse, men dette ligger uden for det-
te projekts omfang. Kort opsummeret vil dette alts˚a sige, at trods lærerens
betydningsfulde rolle, synes det ikke muligt, at evaluere “lærer-aspektet”,
hvorfor dette aspekt udelades fra analysen, da det forventeligt ikke vil bringe
os nærmere en afklaring og besvarelse af problemformuleringen.
De studerendes rolle i projektet
Da den studerende, og dennes muligheder for tilegnelse af viden og ind-
sigt, er det centrale for projektet, hvorledes kan der s˚a argumenteres for,
at se bort fra dette aspekt og de studerendes individuelle egenskaber og
baggrund? Argumentationen er i tr˚ad med det ovenst˚aende. Af elementerne
fra figur 1.2 st˚ar s˚aledes “det der skal læres” tilsyneladende alene tilbage.
Det defineres s˚aledes, imod bedrevidende, at det lærte stemmer overens med
det underviste, og at det underviste i øvrigt svarer til undervisningsmate-
rialet. For dog at f˚a en fornemmelse af fejlen, der ligger i denne hypote-
se, vil den studerende blive inddraget i begrænset omfang for “validering”
af resultaterne. Denne inddragelse bliver i form af en empirisk baseret un-
dersøgelse af, i hvilket omfang der er divergens mellem resultater af analyse
af undervisningsmateriale og konkrete opn˚aede resultater af undervisning.
Undersøgelsen er “stikprøveagtig”, idet alene resultaterne af et behandlede
emne p˚a denne ma˚de søges underbygget/afkræftet. Der er til dette forma˚ ud-
arbejdet et spørgeskema, som en række 3.g klasser, med matematik p˚a højt
niveau, har indvilliget i at besvare. Dette ændrer dog ikke p˚a, at det centrale
i projektet er undervisningsmaterialet (lærebøger).
Valg af undervisningsmateriale
I projektet ønskes s˚aledes, at undersøge konkrete størrelser i undervisnings-
materialet, der anvendes i gymnasieskolen samt p˚a universiteterne. P˚a begge
disse niveauer er der en vis grad af frihed i valg af undervisningsmateriale.
Det betyder at den samlede mængde af undervisningsmateriale, der kunne
indg˚a i undersøgelsen, er meget stor.
Til at assistere os i valg af relevant bogserie for gymnasiet, har vi taget
kontakt med Gymnasieskolernes fagkonsulent i matematik, Bjørn Grøn(se
bilag A.1). Bjørn Grøn gav nogle forskellige forslag til de mest anvendte
bogserier, af hvilke vi har valgt: “MAT2A og MAT3A” af Jens Carstensen
og Jesper Frandsen [CF02a] og [CF02b].
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P˚a universitetsniveau synes det, at hvert universitet har sit undervis-
ningsmateriale. Et valg af universitet vil s˚aledes samtidigt give et valg af
undervisningsmateriale – og vise versa. Valget af et “repræsentativt” under-
visningsmateriale vil s˚aledes i tilgift give os et “repræsentativt” universitet.
Af de i alt fem danske universiteter, har vi valgt at fokusere p˚a Københavns
Universitet (KU), repræsentativt eller ej, p˚a kurset Analyse 1, hvorfor det
“repræsentative” undervisningsmateriale er blevet bogen Kalkulus af Tom
Lindstrøm.
Valg af stofomr˚ader
Hvorledes de enkelte emner fremstilles, forventes at være afhængig af det
enkelte emnes kompleksitet og tradition. Det antages dog, at hvis der vælges
emner, der ikke ligger i stofomr˚adets periferi, da vil ethvert emne kunne
betragtes som repræsentativt. Da det samtidigt har interesse for besvarelsen
af problemformuleringen, at se p˚a eventuelle forskelle i opfattelse af konkrete
begrebers betydning fra det ene niveau til det andet, da har vi valgt at tage
et emne der behandles p˚a b˚ade gymnasie- og universitets-niveau. Valget af
emne er p˚a denne baggrund blevet Integration.
Valg af gymnasiereform
I problemformuleringen, ønsker vi, at kunne komme til at udtale os om et
eventuelt fagligt kompetencespring mellem gymnasiet og universitetet base-
ret p˚a analyser af lærebogsmateriale. Relevansen af undersøgelsen ville være
større hvis den var fremadrettet, dvs. beskæftigede sig med forholdene efter
introduktionen af Gymnasiereformen af 2005. Men da det primære grundlag
for undersøgelsen, som anført, er undervisningsmateriale, og da der i skriven-
de stund ikke er udgivet 3.g bøger svarende til kravene fra den nye reform,
da lader dette sig ikke gøre. Vi begrænser os s˚aledes til at se p˚a forholdene
som de er netop nu, hvor 3.g’ere stadig undervises i henhold til den tidligere
og nu afløste bekendtgørelse.
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Kapitel 2
Teori
Vores problemformulering drejer sig om forskelle i matematikken p˚a
gymnasie- og universitetsniveau. Vi har p˚a den baggrund identificeret en
række teorier som mulige redskaber for en forst˚aelse af disse forskelle. Teori-
erne hviler p˚a et fælles grundlag: Man konstruerer sin egen viden som lagres
i kognitive skemaer. Hvor kognitive skemaer er en ma˚de at fortolke, hvor-
dan viden – forst˚aet som hvad individet ved, kan og tror – er organiseret i
hjernen. De kognitive skemaer er ikke faste størrelser men er individets tan-
kehandlingsmuligheder overfor et bestemt begreb eller en problemstilling. De
kognitive skemaer ændres løbende som en følge af aktivitet og erfaringer.
Ingen kan lære andre noget – man kan hjælpe til, at andre lærer sig noget.
Denne ma˚de at betragte læring er grundlagt af Jean Piaget [Pia70] og er i
litteraturen benævnt konstruktivismen. Piaget (1896-1980) var Schweizer og
havde via sin brede videnskabelige tilgang indenfor b˚ade psykologi, biologi og
filosofi et fokus p˚a intelligensens udvikling. Hans teorier er i øvrigt baseret p˚a
studier af børn og deres udvikling1. Piaget stillede spørgsma˚l om tilblivelsen
af viden, hvilket bl.a. ses af følgende: “Any study of the development of know-
ledge which goes back to its roots ... has the merit of providing an answer to
the as yet unsolved question of the way in which cognition initially develops”
[Pia70, s.19]. I hans svar peger han p˚a, hvorledes der via læringsprocesser sker
optagelse af viden, og at der s˚a ideelt set opst˚ar en balance: ækvilibrium. De
kognitive skemaer i individet søges bragt i overensstemmelse med den “sto-
re” struktur i omverden. Udviklingen sker i det øjeblik uoverensstemmelse
optræder, og individet tilpasser sig i forsøget p˚a at oprette balancen igen.
Læringsprocessen eller adaptionsprocessen gentager sig s˚a hele tiden. Piaget
tilførte epistemologien (erkendelsesteorien) det forhold, at videnskabslæren
ma˚ se p˚a viden som en proces, hvor viden udvikler sig. De kognitive skemaer
1http://www.leksikon.org/art.php?n=2026
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ændres løbende som en følge af forstyrrelser og handlinger. Ved assimila-
tion (at indoptage eller gøre til sit eget) f˚ar man noget til at passe til sit
eksisterende skema. Hvorimod man ved akkommodation (indpasser sig efter)
indretter sit skema efter noget udenfor sig selv.
De udvalgte teorier, der præsenteres i kapitlet er følgende:
• Kompetencer som ma˚l for matematisk faglighed
• Operationel og strukturel forst˚aelse
• Begrebsbillede og begrebsdefinition
• Kognitiv belastning
Teorierne udmærker sig ved at være specifikt rettet mod læring af mate-
matik, og ved at de kan benyttes som analyseværktøj. I vores analyse af
lærebøger er det vigtigt at kunne identificere, om bøgerne fremstiller stoffet
hensigtsmæssigt i forhold til formelle definitioner, og hvilke forskelle der ligger
i fremstillingerne. Med fremstilling mener vi bøgernes sprogbrug, eksempler-
nes karakterer, om vægten er lagt p˚a forst˚aelse eller udførelse, antal beviser,
bevisernes karakterer etc. I det efterfølgende vil teorierne blive gennemg˚aet
med særligt fokus p˚a de dele, der er relevante for vores problemformulering.
Endvidere vil vi forsøge at give en status for hver teori - herunder eventuelle
sammenhænge mellem teorierne - og kritikpunkter. De udvalgte teorier er
muligvis ikke udtømmende for en forst˚aelse af læring af matematik; men det
er vores vurdering, at de er tilstrækkelige som analyseværktøjer til at vurde-
re: i hvilken forstand der er et spring i det faglige kompetenceniveau mellem
gymnasialt A niveau og 1.˚ars universitetsstudium i matematik? Ligeledes
mener vi, at ingen af disse teorier kan st˚a alene, og at de supplerer hinanden.
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2.1 KOMpetencerne
Dette afsnit omhandler relevant materiale fra og diskussionen af de otte ma-
tematiske kompetencer fra rapporten “Kompetencer og matematiklæring”
udarbejdet for Undervisningsministeriet 2002[KOM02]. Overordnet set be-
nyttes disse kompetencer som analyseredskab i forbindelse med dette projekt,
og gennem de følgende sider vil dels en argumentation for dette valg blive
beskrevet, dels en præsentation af kompetencerne og kompetencebegrebet,
og dels en mindre diskussion af kompetencerne som analyseredskab.
2.1.1 Hvorfor benytte kompetencerne
Problemformuleringen omhandler forskelle mellem matematikken i gymnasiet
og p˚a universitetet. Det er naturligt, at der er forskelle i det faglige stof p˚a de
to institutioner, s˚a en sammenligning alene ud fra stoffet ville derfor klart vise
en forskel. Projektets fokus ligger nu p˚a en sammenligning af ens stofomr˚ader,
hvor det faglige stof ikke adskiller sig væsentligt. Vi har derfor søgt et ma˚l
for matematisk faglighed, der kan anvendes i en sammenligning p˚a tværs af
institutionerne uden nødvendigvis at skulle sammenligne specifikke emner.
Undervisningsministeriet har udgivet en rapport om “Kompetencer og
matematiklæring”[KOM02] (herefter omtalt som KOM-rapporten). Projek-
tet (kaldet KOM-projektet) under hvilket KOM-rapporten er skrevet, havde
bl.a. som forma˚l at udarbejde et forslag til en ikke pensumorienteret tilgang
til matematikundervisning[KOM02, s.41]. Resultatet blev, at tage fat i det,
der kaldes matematiske kompetencer (en nøjere gennemgang af og defini-
tion p˚a disse kan findes i afsnit 2.1.3). Kompetencer er s˚aledes blevet til et
ma˚l for den matematiske faglighed, hvilket gør kompetencer til en relevant
tilgangsvinkel for vores projekt.
I KOM-rapporten beskrives sammenhængen mellem kompetencerne og
fagligt stof som best˚aende af følgende to situationer:
• “En kompetence kan udøves i forhold til et givet stof, dvs. komme i spil
og til udtryk i omgangen med dette stof.” og
• “En kompetence kan udvikles, dvs. skabes eller konsolideres, ved om-
gang med et givet stof.”[KOM02, s.113]
Netop her ses det, at der er forskel p˚a det faglige stof og kompetencerne, og
derfor vil disse matematikkompetencer være et relevant udgangspunkt for
analysen i sammenligningen af det ikke emnespecifikke stof, for at give en
vurdering af forskelle i matematiske evner.
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2.1.2 Kompetencebegrebet
Ordet “kompetence” vælges i KOM-rapporten at blive betragtet som
“ekspertise”[KOM02, s.43]. Begreberne “matematisk kompetence” og “en
matematisk kompetence” beskrives da p˚a følgende ma˚der:
“Matematisk kompetence best˚ar i at have viden om, at forst˚a,
udøve, anvende, og kunne tage stilling til matematik og mate-
matikvirksomhed i en mangfoldighed af sammenhænge, hvori ma-
tematik indg˚ar eller kan komme til at indg˚a.”[KOM02, s.43]
“En matematisk kompetence er indsigtsfuld parathed til at hand-
le hensigtsmæssigt i situationer, som rummer en bestemt slags
matematiske udfordringer.”[KOM02, s.43]
Her tydeliggøres det, at en matematisk kompetence bare udgør en afgræn-
set del den samlede matematiske kompetence. S˚adanne kompetencer er ikke
isolerede, men er komplementære, og kan ikke erhverves eller besiddes u-
afhængigt af hinanden. KOM-rapporten fremsætter ialt otte matematiske
kompetencer. Disse skal ikke ses som et faktum, men snarere som et bud p˚a
de væsentligste aspekter i matematisk kompetence, som de tilsammen p˚ast˚as
at udspænde[KOM02, s.44].
Kompetencerne er resultatet af et forsøg p˚a dels at definere matematikbe-
herskelse uden reference til pensum, dels at beskrive progression i matematik-
tilegnelse, og dels at karakterisere og sammenligne forskellige niveauer af
matematikbeherskelse[KOM02, s.41].
2.1.3 De otte kompetencer
De otte matematiske kompetencer opdeles i KOM-rapporten i to hovedgrup-
per. Denne inddeling skyldes ikke, at kompetencer fra den ene gruppe ikke
kan relateres til kompetencer i den anden, men begrundes udfra et frem-
stilingsmæssigt hensyn. Faktisk er der overlap mellem alle kompetencer p˚a
tværs af alle gruppeinddelinger og ikke i mindre grad p˚a tværs af disse. De
to kompetencegrupper er og indeholder:
• At kunne spørge og svare i og med matematik: Tankegangskompe-
tencen, Problembehandlingskompetencen, Modelleringskompetencen
og Ræsonnementskompetencen.
• At kunne h˚andtere matematikkens sprog og redskaber: Repræsen-
tationskompetencen, Symbol- og formalismekompetencen, Kommuni-
kationskompetencen og Hjælpemiddelkompetencen.
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Figur 2.1: Visuel fremstilling af kompetencerne og deres hovedgrupper.
Kompetencerne samt deres hovedgrupper, kan med fordel visualiseres som
vist p˚a figur 2.1. Det fremhæves i KOM-rapporten, at selvom hver kompe-
tence indeholder forskellige aspekter og komponenter, er det ikke hensigten,
at disse skal betragtes som selvstændige delkompetencer, men udelukken-
de skal uddybe, hvad kompetencerne indebærer[KOM02, s.47]. Desuden er
kompetencerne specifikke for matematik (om end der kan formuleres lignen-
de kompetencebeskrivelser for andre fag), og er alle formuleret i generelle
termer, hvorfor de kan benyttes p˚a alle stofomr˚ader og uddannelsesniveauer
[KOM02, s.66]. De otte kompetencer, præsenteres p˚a de følgende sider i en
forkortet udgave i forhold til KOM-rapportens beskrivelser[KOM02, s.43-62].
Tankegangskompetence At være klar over spørgsma˚l som er karakteri-
stiske for matematik. At stille s˚adanne spørgsma˚l og være klar over
hvilke typer svar, som forventes. Af særlig vigtighed er matematik-
kens efterstræbelse af nødvendige og tilstrækkelige betingelser for et
objekts besiddelse af en given egenskab. Endvidere at kende, forst˚a og
h˚andtere givne matematiske begrebers rækkevidde, samt at kunne udvi-
de et begreb ved abstraktion af egenskaber i begreber. At kunne udføre
samt forst˚a hvad der ligger i generaliseringer af matematiske resulta-
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ter. Kompetencen indebærer ogs˚a, at kunne skelne mellem forskellige
slags matematiske udsagn og p˚astande, f.eks. definitioner, sætninger,
og formodninger baseret p˚a intuition eller erfaringer.
Problembehandlingskompetence At kunne opstille dvs. detektere, for-
mulere, afgrænse og præcisere forskellige matematiske problemer og løse
disse allerede formulerede problemer. Et matematisk problem karakte-
riseres i denne sammenhæng som værende spørgsma˚l hvis besvarelse
skal findes som resultat af ikke-rutineprægede handlinger.
Modelleringskompetence En model anses for at være matematisk be-
skrivelse af noget ikke-matematisk. Kompetence omfatter dels at kun-
ne analysere grundlaget og egenskaberne ved foreliggende modeller og
bedømme deres rækkevidde og holdbarhed, herunder afmatematisering
af matematiske modeller, og dels at kunne udføre aktiv modelbygning.
Under arbejde med modeller indg˚ar elementer fra problembehandlings-
kompetencen. Men kun dele, der omhandler anvendt, dvs. ikke mate-
matikrelaterede, problemstillinger.
Ræsonnementskompetence At kunne følge og bedømme et matematisk
ræsonnement. At vide og forst˚a hvad et matematisk bevis er og af-
dække bærende ide´er i matematiske beviser, samt afgøre hvorn˚ar et
matematisk ræsonnement udgør et bevis. Herunder skelnen mellem be-
tragtninger og teknisk arbejde i beviser. Kendskab til betydning af
modeksempler indg˚ar ogs˚a i denne kompetence. Og endeligt at kun-
ne udtænke og gennemføre informelle og formelle ræsonnementer (p˚a
baggrund af intuition).
Et matematisk ræsonnement skal forst˚as som en række argumenter der
sammen, ved passende forbindelse, danner støtte for en p˚astand.
Kompetencen siges at omhandle retfærdiggørelsen af svar og løsninger,
og giver derfor problembehandlings- og modelleringskompetencerne
fuldendt troværdighed. I dette syn, kan ræsonnementskompetencen
ogs˚a komme i spil under rutineopgave, hvis der udover regneopera-
tionerne kræves ræsonnementspræget arbejde.
Repræsentationskompetence At kunne forst˚a (dvs. afkode, fortolke og
skelne mellem), og betjene sig af forskellige matematiske objekter, fæ-
nomener, problemer eller situationer (f.eks. symbolske, algebraiske, gra-
fiske, diagrammatiske, tabelmæssige eller verbale repræsentationer og
repræsentation ved materielle objekter). Og at kunne forbinde og over-
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sætte mellem repræsentationsformer for samme sagsforhold, med kend-
skab til styrker og svagheder ved de forskellige.
Symbol- og formalismekompetence At afkode symbol- og formelsprog,
oversætte mellem matematisk symbolsprog og naturligt sprog, samt
behandle og betjene symbolholdige udsagn (f.eks. formler). At kunne
oversætte (a+ b) (a− b) = a2 − b2 til og fra f.eks. “to tals sum gange
de samme to tals differens er lig differencen mellem tallenes kvadrater”
er eksempel p˚a nævnte oversætte mellem matematisk symbolsprog og
naturligt sprog. Kompetencen indebærer ogs˚a indsigt i karakteren af og
“spillereglerne” for formelle matematiske systemer (typisk aksiomatiske
teorier).
Symboler i denne sammenhæng skal forst˚as som alle tænkelige for-
mer, f.eks. specialsymboler, tegn for regneoperationer og talsymboler
og kombinationer heraf.
Kommunikationskompetence At kunne forst˚a og fortolke matematikhol-
dige tekster og udsagn (verbale samt visuelle), samt udtrykke sig ma-
tematisk p˚a forskellige niveauer (skriftligt, mundtligt og visuelt).
Denne kompetence trækker i høj grad p˚a de to tidligere i denne gruppe.
Hjælpemiddelkompetence At have kendskab til relevante redskaber til
matematisk virksomhed. At kende deres muligheder og begrænsninger
i forskellige slags situationer, samt betjene sig af hjælpemidler.
Hjælpemidler kan f.eks. være af arten i benyttelse til ma˚linger eller
beregninger. Som eksempler kan nævnes: lommeregner, kugleramme,
tabeller, linealer og logaritmepapir.
Det fremg˚ar af disse beskrivelser, at kompetencerne indeholder det, KOM-
rapporten vælger at kalde sider af dels produktiv- og dels undersøgende
karakter. Dvs. ved besiddelse af en kompetence, er det henholdsvis mu-
ligt selv at gennemføre de processer, kompetencen indebærer, men ogs˚a
at analysere, forst˚a og tage kritisk stilling til allerede udførte processer og
resultater[KOM02, s.64].
P˚a baggrund af disse betragtninger, samt det, at der eksisterer en meget
omfangsrig verden af matematiske discipliner, gør det umuligt at beherske
kompetencerne i deres tre dimensioner (se næste afsnit) til fulde. Selv inden-
for e´n bestemt matematisk deciplin, vil der altid være mulighed for udvikling
af alle de matematiske kompetencer. Og antages det at alle kompetencerne
er erhvervet indenfor e´n bestemt matematisk deciplin, er der stadig umuligt
mange decipliner tilbage at mestre. S˚a ligesom tilegnelsen af den “uendelige”
Side 16 af 123
2 Teori 2.1. KOMpetencerne
mængde fagligt stof, er tilegnelsen af kompetencer en progressiv proces, som
ikke vil kunne ende. Det følgende afsnit (2.1.4), vil komme med bud p˚a en
karakterisering af, hvor i denne tilegnelse af kompetencer, en given person
befinder sig.
2.1.4 Tre dimensioner
I KOM-rapporten[KOM02, s.65] beskrives tre dimensioner i hvilke kompe-
tencerne kan udspille sig. Disse er vigtige i forbindelse med evalueringen af
kompetencegraden. Dækningsgrad betegner i hvor stort omfang aspekterne
ved en given kompetence er dækket, Aktionsradius beskriver i hvor bredt
et spektrum en given kompetence kan bringes i spil, mens Teknisk niveau
angiver i hvor tekniske situationer en kompetence kan aktiveres.
Disse begreber kan give nogle ordningsforhold, som kan give analysen
mulighed for at lave en sammenligning med det forma˚l at svare p˚a problem-
formuleringen. Aktionsradius er ikke mulig at undersøge i forbindelse med
dette projekt, da stofomr˚adet er specificeret. Detektering af forskel i tekniske
niveau p˚a to de institutioner, kan give anledning til et spring, hvis forskellen
er stor nok. Og en mindre dækningsgrad efter gymnasiet end det, der kræves
p˚a universitetet, kan liges˚a give anledning til opstartsproblemer.
2.1.5 Teoriens status
Afsnittet her har til forma˚l at diskutere kompetencerne i bredere forstand2,
samt beskrive hvorledes teorien samspiller med problemformuleringen.
Der kan spørges til, hvilke kompetencer man skal eller bør have udviklet
et givet sted i sin uddannelse. I denne forbindelse ma˚ det specielt være værd
at overveje, hvad forma˚let med at besidde kompetencerne er: hvad skal de
bruges til? Hvis forma˚let er at blive en “kompetent matematiker”, kan e´t
udvalg af kompetencer være nødvendigt, mens hvis forma˚let er problemfrit
at komme fra et uddannelsestrin til et andet, vil et andet udvalg ma˚ske
være nødvendigt. Med e´t forma˚l kan f.eks. alle de otte kompetencer være
nødvendige, mens med et andet forma˚l vil kun udvalgte kompetencer være
nødvendige. Et bud p˚a hvilke kompetencer man skal besidde et givet sted i
sin uddannelse kan alts˚a baseres p˚a kravene, der stilles p˚a det næste trin i
uddannelsen. Projektet her drejer sig ikke om at foresl˚a, hvilke kompetencer
der er nødvendige men skal blot registrere, p˚a hvilke der fokuseres p˚a de to
uddannelser.
2Det skal bemærkes, at disse overvejelse, med mindre andet nævnes, ikke er omtalt i
KOM-rapporten.
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Kompetencer som ma˚l for matematisk faglighed er ikke alene behandlet i
forbindelse med KOM-rapporten. For eksemepel præsenteres i en rapport fra
Quebec3, en undersøgelse som skulle karakterisere de “vigtige” kompetencer
i forbindelse med det canadiske uddannelsessystem. Deres resultat siger, at
det de vælger (oversat fra fransk) at kalde for problemløsningskompetencen,
ræsonnementskompetencen, og kommunikationskompetencen, er det, der bør
fokuseres p˚a for at lette opstarten p˚a universitetet. Det skal her bemærkes,
at de nævnte kompetencer ikke er lig KOM-rapportens, men at de indehol-
der flere dele af disse og derfor nærmest beskriver en procedure i hhv. at
udføre problemløsning, lave ræsonnement og kommunikere. Disse handlinger
kan derfor ses som en ma˚de at relatere de otte KOM-rapport-kompetencer i
faktiske handlinger.
Et andet eksempel, findes i en OECD-rapport[OEC03], hvor der foresl˚as en
anden ma˚de at strukturere kompetencer, eller rettere kompetencetilegnelse,
p˚a. Inspireret af bl.a. KOM-rapporten laves her tre grupperinger, under hvil-
ke (dele af) kompetencerne samt de tre dimensioner spiller sammen for at
give en beskrivelse af progressionen i erhvervelse af kompetencer. Tilegnelsen
p˚ast˚as gjort gennem tre faser, til hvilke der hører aspekter af alle de otte
kompetencer. Grupperne de tre faser deles op i kaldes reproduktionsgruppen,
sammenhængsgruppen og endeligt refleksionsgruppen.
Som det ses, er kompetencerne bragt i spil i andre sammenhænge, og da
teorien forsøger at give et kvalificeret bud p˚a et ma˚l for den matematiske
faglighed, mener vi, at teorien om kompetencerne er velegnet som analyse-
redskab.
Ma˚den hvorp˚a vi vil anvende teorien, er ved at benytte alle otte kompetencer
til at se p˚a lærebogsteksten, og de opgaver som kommer efter hvert kapitel (i
universitetsbogen) samt udvalgte eksamensopgaver. Konkret betyder det, at
lærebogsteksten analyseres p˚a baggrund af, i hvilken grad kompetencerne sti-
muleres. Ma˚den hvorp˚a et nyt stof bliver fremstillet i lærebøgerne, kan give et
billede af kompetenceudviklingen i lærebøgernes forløb, i særdeleshed bliver
der søgt efter de kompetencer, der fremtræder tydeligst. Herunder vurderes
hvilke delkompetencer, der stimuleres og hvordan disse hænger sammen med
den overordnede struktur for respektive bøger.
2.2 Strukturalisme og operationalisme
Som en del af projektet ønsker vi at undersøge hvorledes opbygningen af
konkrete undervisningsmaterialer ma˚ forventes at p˚avirke den enkelte stude-
rendes begrebsdannelsesproces. For at kunne vurdere dette ma˚ der etableres
3www.protic.net/profs/melanie/MATH/competences math/competences math.htm
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en forst˚aelse af, hvorledes den matematiske begrebsdannelse ma˚ forventes at
forløbe. Anne Sfard, professor ved afdelingen for matematisk uddannelse p˚a
Heifa Universitet i Israel, har beskæftiget sig med dette spørgsma˚l. Hendes
teori omhandler dualismen mellem de s˚akaldte strukturelle og operationelle
forst˚aelser samt disse forst˚aelsers interageren gennem begrebsdannelsespro-
cessen. Sfard mener, at begrebsdannesesprocessen best˚ar af flere identificer-
bare trin med højere og højere grad af “strukturalistisk” indsigt. Har den
enkelte studerende ikke f˚aet ført relevante begreber til tilstrækkelig “struk-
turelt niveau”, da kan overgangen til universitetsniveau blive oplevet som et
spring.
2.2.1 Den dualistiske natur af matematiske begreber
I artiklen “On the dual nature of mathematical conceptions: Reflections on
processes and objects as different sides of the same coin” 1991 [Sfa91], redegør
Sfard for sin teori omkring begrebsdannelse. I det følgende vil der være en
beskrivelse af de dele af artiklen, som anses at have betydning for projektet.
Indledningsvist behandler Sfard abstrakte matematiske begreber eller
ide´er. Her angives, at de kan opfattes gennem to fundamentalt forskellige
veje: (1) strukturalistisk , som objekter eller (2) operationelt , som processer.
Det pointeres, at Sfards opfattelse af disse to indgangsvinkler ikke er diko-
tomisk, dvs. at strukturalisme og operationalisme ikke er modstillede dele af
en enhed, som udelukker hinanden. Her opfattes de abstrakte begreber i ste-
det dualistisk, hvilket i denne sammenhæng betegner, at matematikken (hele
begrebsdannelsesprocessen) best˚ar af disse dele, strukturalisme og operatio-
nalisme, og at de er komplementerende[Sfa91]. N˚ar Sfard benytter begreberne
operationalisme og strukturalisme, hvad mener hun s˚a? I det følgende vil det
kort blive redegjort for, hvad der ligger i begreberne, samt hvorledes de ad-
skiller sig i forbindelse med forskellige matematiske begreber.
Som det kan ses af tabel 2.1, er der nogle karakteristika for den opera-
tionelle opfattelse, s˚asom, at en matematisk entitet, dvs. begreb eller ide´,
opfattes som et produkt af en proces, eller identificeres med selve processen,
samt at den ledsages af sproglig repræsentation. Den strukturalistiske opfat-
telse derimod ser begrebet som en statisk struktur, dvs. forbinder begrebet
med et “virkeligt objekt”, samtidig med at den ledsages af subjektive visuelle
forestillinger. Den strukturelle opfattelse dækker over at have objektgjort be-
grebet til et altintegrerende mentalt billede og at være i stand til at arbejde
med begrebet som et s˚adant. Begrebet har f˚aet egen identitet og opfattes
ikke længere alene som værende en række processer som udføres i forbindelse
med begreb X, og umiddelbart før man skal udføre begreb Y. Begrebet har
s˚aledes sluppet bindingen til den/de processer, hvor det typisk har været
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Tabel 2.1: Eksempler p˚a strukturel og operationel forst˚aelse af be-
greber.
Strukturalisme Operationalisme
Funktion Mængde af ordnede par Udregningsprocesser el-
ler Veldefineret metode
til at komme fra et sy-
stem til et andet
Symmetri Geometrisk forms egen-
skab
Transformation af en
geometrisk form
Naturlige tal En mængdes egenskab
eller Klassen af alle
mængder med den sam-
me endelig kardinalitet
Ethvert tal opn˚aet fra et
andet tal ved til dette at
lægge 1 (Resultatet af at
tælle)
Rationale tal Et par af hele tal (et
medlem af en specielt de-
fineret mængde af par)
(Resultatet af) division
af hele tal
Cirkel Det geometriske sted for
alle punkter med sam-
me afstand fra et givent
punkt
(En kurve opn˚aet ved) at
dreje en passer rund om
et fikseret punkt.
anvendt og er nu blevet anvendelig i alle situationer, hvor input er af den
konkrete type og hvor output følgelig bliver af den hermed forbundne type.
Den operationelle opfattelse er, i Sfards teori, bundet til den/de omstændig-
heder, hvor den er undfanget, hvorimod den strukturelle opfattelse er fri af
denne type bindinger, selvstændig eksisterende med egen identitet. Sagt p˚a
en anden ma˚de: Begrebet er blevet et konkret begreb. Der er her tale om
endema˚let for begrebsforst˚aelsen.
2.2.2 Begrebsdannelsesprocessen
Sfard beskriver, at vejen frem til den endelige strukturelle forst˚aelse helt
typisk er via et kompliceret samspil mellem de operationelle og strukturel-
le delelementer, dvs. dualistisk forst˚aelse/indsigt. For Sfard er den endelige
strukturelle opfattelse s˚aledes det ophøjede resultat af de samlede operatio-
nelle og strukturelle aktiviteter. Betydningen af Sfards dualisme afspejles i
hendes teori om begrebsdannelsesprocesser. Denne er ifølge Sfard en tretrins-
proces med graden af strukturalistisk forst˚aelse som parameter. De tre trin
p˚a begrebsforst˚aelsesstigen er:
1. Interiorization – Indreliggørelse
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2. Condensation – Kondensering
3. Reification – Tingsliggørelse/reifikation
Indreliggørelse. Her oparbejdes et kendskab til de processer, som til sidst
vil føre frem til et nyt begreb[Sfa91]. Eks.: at tælle fører til naturlige tal, og
algebraiske manipulationer fører til funktioner. Disse processer er operatio-
ner p˚a basale matematiske objekter og fører til dygtiggørelse i udførelse af
disse processer. Eksempler herp˚a er evnen til at subtrahere eller at kunne
arbejde med de komplekse tal i form af at tage kvadratrødder af negative
tal. P˚a baggrund af allerede kendte begreber udføres manipulationer eller
operationer, hvorved man nærmer sig et nyt begreb.
Ved Kondensering udvikles evnen til at se en helhed i processerne, uden
at det er nødvendigt at g˚a i detaljer. Ved at kombinere og sammenligne
forskellige processer gøres generalisering nemmere, dvs. en progression som
gør det nemmere at veksle mellem forskellige repræsentationer eller udtryks-
former for samme begreb ved at afsøge grænser og muligheder[Sfa91]. Eks.:
evnen til at udføre aritmetiske manipulationer som at addere og multiplicere
negative og positive tal. Kondensationsfasen vedbliver s˚a længe et begreb
er tilknyttet en bestemt proces. Først n˚ar begrebet opleves som autonomt
eller selveksisterende, som anført ovenfor, er begrebet blevet reificeret. Alts˚a
n˚ar begrebet er uafhængigt af udtryksform eller ikke tilknyttet en bestemt
proces.
Reification angives som et ontologisk spring; en evne til at se noget nyt i
noget allerede kendt[Sfa91]. Mens Indreliggørelse og Kondensering er gradvi-
se kvantitative ændringer, er reifikation et momentant kvalitativt skifte; en
proces tingsliggøres/f˚ar essens og bliver accepteret som begreb. Varierende
repræsentationer af begrebet bliver betydningsmæssigt forenet, og begrebet
forlader herefter den proces, som det er et produkt af for at blive en del af
en art begrebskategori. Denne proces forløber videre ved, at det nyopdagede
objekt er input i en proces, hvor ud af nye begreber/matematiske objekter
konstrueres, hvilket illustreres p˚a figur 2.2. P˚a figuren ses at det “Konkrete
begreb” bliver anvendt som input til forst˚aelsen af et begreb p˚a et hierarkisk
set højere niveau, “Begreb A”. Processen mod reifikation af Begreb A g˚ar
s˚aledes gennem de beskrevne stadier for s˚a at ende i den endelige dannelse
af begrebet.
Sfard p˚apeger dog, at reifikation af et begreb ikke kan indtræde før begre-
bet har været anvendt som input for et højere liggende begreb. S˚aledes haves
det Sfard henviser til som den “onde cirkel”. For at et begreb kan anvendes
som input til dannelse af et højere liggende begreb skal det være reificeret
- men samtidigt kan et begreb, noget i modstrid med figuren, ikke reificeres
før det har været input til dannelsen af et højere liggende begreb. Den onde
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Figur 2.2: Illustration af begrebsdannelsesprocessen.[Sfa91]
cirkel vil blive behandlet i afsnittet “Teoriens status”. Den rene operationelle
tilgang giver normalt kun en instrumentel forst˚aelse. I begrebsdannelsespro-
cessen stopper progression s˚aledes ved kondensation. Reifikationen, som er
essentiel b˚ade i forhold til det aktuelle begreb og ogs˚a i begrebsdannelsen som
et hele, udebliver. Begrebsdannelsen umuliggøres eller besværliggøres her ved
at begrebet ’efterlades’ som indreliggjort eller kun delvist kondenseret.
2.2.3 Teoriens status
Sfards teori baserer sig primært p˚a en historisk analogi, som dels illustre-
rer indholdet i de tre faser men som samtidig ogs˚a indikerer en historisk
inspiration til ophavet af begrebsdannelsesprocessen. Analogien omhandler
introduktionen af de negative tal historisk set. Der var meget vantro og
berøringsangst og meget modvilje til at se dem som andet end en simpel
anvendelig konstruktion. Indreliggørelsen er her, at de negative tal i høj grad
var begrebsmæssigt baseret p˚a de naturlige tal. Over en a˚rrække forsøgte
man at forholde sig til dem, og under anvendelse af dem forblev de en un-
derlig konstruktion, som altid blev forklaret p˚a baggrund af de naturlige
tal. De negative tal var stadig ikke et formelt accepteret begreb. De havde
ikke substans eller selvstændighed, hvilket afspejler kondenseringsfasen. Da
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manipulationer og anvendelser af de negative tal havde st˚aet p˚a tilstræk-
kelig længe, og der var oparbejdet en tilstrækkelig tillid til dem, opn˚aede
de pludselig selvstændig eksistens. Deres begrebsmæssige accept var relativ
øjeblikkelig i forhold til de foreg˚aende tidsmæssige lange faser, hvorfor dette
afspejler det øjeblikkelige ontologiske skifte, reifikationen, hvor noget allerede
kendt anskues p˚a en helt ny ma˚de. Men kan introduktionen af negative tal
p˚a aktuelle tidspunkt i historien fortælle os noget om den enkeltes begrebs-
dannelse i dag? Sfard hævder[Sfa91], at det forholder sig netop s˚aledes, dvs.
at begrebsdannelsen den enkelte skal gennemleve for at kunne reificere et
givent begreb er identisk med det beskrevne historiske forløb. Sfards argu-
mentation for teorien er dog ikke kun baseret p˚a det historiske forløb, men
ligeledes p˚a, at hendes teori er i god overensstemmelse med en lang række
andre begrebsdannelsesteorier. N˚ar eksempelvis Piaget, i den genetiske epi-
stemologi, fokuserer p˚a det operationelle, s˚a er det ikke fordi hans opfattelse
er en anden end Sfards, han beskæftiger sig blot med midlet til begrebsdan-
nelse, vejen mod den endelige opfattelse, og den er for Piaget s˚avel som Sfard
via operationelle udfoldelser.
Tidligere i dette afsnit blev Sfards “Den onde cirkel” beskrevet. Konse-
kvenserne af denne onde cirkel kan med rette kaldes “ond”. For at anvende et
begreb som input til dannelse af et højereliggende begreb skal “input begre-
bet” være reificeret, og samtidigt, for at et begreb skal kunne reificeres skal
det have indg˚aet under dannelsen af et højereliggende begreb. Konsekvensen
er s˚aledes, at højereliggende begreber ikke lader sig danne, og at reifikation
af lavereliggende begreber ikke lader sig gøre. Alternativet er, at acceptere
at benytte “velkondenserede”, og alts˚a endnu ikke reificerede, begreber som
input under dannelsen af højere liggende begreber. Dette har efter vores op-
fattelse den betydning, at den studerende komme til at føle sig p˚a usikker
grund under dannelsen af disse højereliggende begreber men vil som betaling
for denne usikkerhed opn˚a den endelige reificering af det benyttede “velkon-
denserede” begreb. Holder denne tanke stik, er det s˚aledes en forudsætning
for matematisk progression, at den studerende hele tiden føler sig noget utryg
p˚a det grundlag de højereliggende begreber bygger p˚a.
Teorien definerer forst˚aelse af begreber til at være forskudt i tid, fra hvor
begreberne egentlig bearbejdes. Denne “faseforskydelse”, og heraf følgende
fortløbende følelse af usikkerhed p˚a grundlaget der arbejdes p˚a, vil kun-
ne udgøre a˚rsagen til, at s˚a mange finder matematik svært tilgængeligt.
Samtidigt vil en forøgelse af den tidsmæssige tæthed af introduktionen af
højereliggende begreber medføre en forøgelse af fornemmelse af usikkerhed
hos den studerende. Tilsvarende vil en samtidig anvendelse af flere “ikke rei-
ficerede” men dog “velkondenserede” begreber som input til dannelse af e´t
højereliggende begreb kunne forstærke denne fornemmelsen af usikkerhed.
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Denne i matematikken iboende usikkerhedsfornemmelse forøges hvis
• den tidsmæssige tæthed af introduktionen af højereliggende begreber
forøges,
• antallet af “ikke reificerede” men dog “velkondenserede” begreber der
agerer input til disse højereliggende begreber forøges, eller
• “kondenseringsgraden” af begreber der anvendes til input mindskes.
En forøgelse af usikkerhedsfornemmelsen hos den studerende vil forventeligt
blive oplevet som et som et spring i det fagligt kompetenceniveau. Dette er
netop hvad der i dette projekt er sat fokus p˚a og som vi vil søge at identi-
ficere i vores analyse af lærebøgerne. Desuden vil vi analysere bøgerne med
henblik p˚a at vurdere, hvorvidt der er fokus p˚a den operationelle og/eller
den strukturelle forst˚aelse af de matematiske begreber. S˚aledes vil en en-
sidig operationel fokusering begrænse muligheden for reifikation og dermed
opn˚aelse af den strukturelle forst˚aelse. Hvor netop en manglende strukturel
forst˚aelse i gymnasiet kan betyde, at matematikken p˚a universitet opleves
som væsentligt vanskeligere.
2.3 Begrebsdefinition og begrebsbillede
David Tall og Shlomo Vinner[TV81] har udviklet en teori om de mentale
billeder, som man danner sig af matematiske begreber. Tall er professor i
“Mathematical Thinking” ved instituttet: Warwick Institute of Education p˚a
Warwick-universitet i England4. Vinner er Professor ved universitetet Ben-
Guiron i Isarael og leder enheden “Science and Technology Teaching and
Learning”5. Teorien er blevet til p˚a baggrund af analyser og undersøgelser af
studerendes forst˚aelse af især funktionsbegrebet, hvor de har p˚avist, at der
ikke altid er overensstemmelse mellem den studerendes begrebsbillede og den
formelle begrebsdefinition.
I forhold til vores problemformulering er denne teori vigtig, fordi vi har
en hypotese om, at nogle begreber i gymnasiets lærebøger bliver behand-
let p˚a en ma˚de, s˚a at de studerende danner sig nogle begrebsbilleder, der
ikke er i overensstemmelse med begrebsdefinitionen. Denne mulige, ikke de-
finitionsnære, behandling af visse emner i gymnasiet kan begrundes ved, at
den formelle begrebsdefinition synes for kompleks for de studerende. Vores
pointe er, at hvis vi kan identificere emner, der bliver behandlet p˚a denne
4http://www.warwick.ac.uk/staff/David.Tall/
5http://imu.org.il/zichron/meet03.html
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ma˚de, vil den studerende have et begrebsbillede, der er anderledes end det
der forventes p˚a universitetet, hvorfor den studerende kan opleve et spring,
n˚ar vedkommende begynder at læse p˚a universitetet.
2.3.1 Begrebsdefinition
Forfatternes definition af begrebsdefinition:
We shall regard the concept definition to be a form of words used
to specify that concept[TV81, s.152].
Her skal begrebsdefinitionen præcis opfattes som der st˚ar i citatet; nemlig
de ord der bruges til at beskrive begrebet, alts˚a den formelle definition. I
en typisk lærebog f˚ar man herefter en masse eksempler og opgaver, hvori
definitionen og konsekvenserne af den anvendes.
2.3.2 Begrebsbilledet
I begrebsdannelsesprocessen associerer den studerende en række billeder til
begrebet. F.eks. associerer den studerende ofte brøker med “lagkager” el-
ler cirkler. Denne associering gøres b˚ade bevidst og ubevidst og p˚avirker
forst˚aelsen af begreberne, og den ma˚de de anvendes p˚a. Forfatternes defini-
tion p˚a begrebsbilledet er:
We shall use the term concept image to describe the total cogni-
tive structure that is associated with the concept, which includes
all the mental pictures and associated properties and processes.
It is built up over years through experiences of all kinds, changing
as the individual meets new stimuli and matures [TV81, s.152].
Begrebsbilledet opbygges s˚aledes over tid og er s˚aledes ikke statisk. Dette
kan tolkes som, at begrebsbilledet er en kombination af de kognitive skema-
er, som en person knytter til en begrebsdefinition. Eksempelvis har mange
folkeskoleelever et billede af, at alle decimaltal kan skrives som brøker. Der
sker s˚a en udvikling, n˚ar underviseren i gymnasiet præsenterer et vilk˚arligt
decimaltal og forsøger at overbevise den studerende om, at dette tal ikke kan
skrives som en brøk best˚aende af hele tal.
2.3.3 Konflikt mellem begrebsbillede og begrebsdefi-
nition
Billedet af brøker er et eksempel p˚a en potentiel konfliktfaktor for den stude-
rende. S˚a længe den studerende ikke stilles overfor problemer med irrationelle
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tal, har det ikke betydning; men n˚ar de irrationelle tal introduceres, er der
en reel konflikt mellem det billede, som den studerende forventes at have, og
det forhold at alle decimal ikke længere kan skrives som brøker. Den reel-
le konflikt er benævnt: “cognitive conflict factor”. Efterfølgende benytter vi
udtrykket den kognitive konfliktfaktor for den reelle konflikt.
Et andet eksempel er n˚ar den studerende for første gang bliver præsenteret
for de komplekse tal. I den periode, hvor der alene arbejdes med de reelle tal,
har det f.eks. fuld gyldighed at konkludere, at løsningen er tom i forbindelse
med løsning af andengradspolynomier, n˚ar diskriminanten er negativ. Dette
billede er i nogle tilfælde komplementeret af, at parablen ikke skærer x-aksen.
Der ses s˚aledes en indbygget potentiel konfliktfaktor i dette begrebsbillede,
som bliver til en kognitiv konflikt, n˚ar de komplekse tal introduceres.
2.3.4 Teoriens status
Teorien er i forhold til Piagets tanker udviklet s˚aledes, at det, som Piaget
benævnte forstyrrelser af de kognitive skemaer, kaldes kognitive konflikter.
Desuden kan man sammenstille en ændring af et begrebsbillede med, at der
i den forbindelse sker en akkomodation af viden. Det er blandt andet i for-
bindelse med disse mulige kognitive konflikter, at den studerende kan opleve
springet fra gymnasiet til universitetet.
Sammenholdes teorien med Sfards teori om operationel og strukturel
forst˚aelse af abstrakte begreber kan det siges, at n˚ar der er fuld overens-
stemmelse mellem et begrebsbillede og en begrebsdefinition, har den stude-
rende f˚aet reificeret begrebet og dermed opn˚aet b˚ade den operationelle og
strukturelle forst˚aelse. Teorierne er begge optaget af læringsprocessen; men
de adskiller sig ved:
• at Sfard især er optaget af processen og slutresultatet af processen
• at Tall og Vinner især er optaget af, hvad der kan g˚a galt i læringspro-
cessen
P˚a denne ma˚de komplementerer de to teorier hinanden.
N˚ar en studerende oplever, at der ikke er sammenhæng mellem et begrebs-
billede og en begrebsdefinition, opst˚ar der forstyrrelser i begrebsbillederne.
P˚a figur 2.3 har vi forsøgt at illustrere, at der i nogle tilfælde er dannet et
begrebsbillede, der ikke stemmer overens med definitionen. Den studerende
oplever i en periode, at begrebsbilledet er tilstrækkeligt til at løse konkrete
opgaver. Men p˚a et senere tidspunkt opst˚ar en forstyrrelse - f.eks. en opgave,
der ikke kan løses. Den studerende er s˚a nødt til at tilpasse sit begrebs-
billede (det kognitive skema), s˚a vedkommende kan løse opgaven. Der har
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Figur 2.3: Begrebsdefinitionen er det faste sorte omr˚ade, mens det
punkterede omr˚ade er begrebsbilledet.
nu fundet læring sted, og begrebsbilledet er blevet mere dækkende for be-
grebsdefinitionen. P˚a den baggrund vil vi i vores analyse af gymnasiebogen
søge at identificere mulige emner, hvor fremstillingens fokus kan medføre,
at den studerende f˚ar dannet et begrebsbillede, som er væsentligt forskel-
ligt fra begrebsdefinitionen - dvs. der er en potentiel konfliktfaktor. Vi vil
desuden i vores spørgeskemaundersøgelse se p˚a, hvorvidt de studerende p˚a
gymnasiet kan have opn˚aet begrebsbilleder, hvor der er potentielle konflikter
med begrebsdefinitionen. Analysen af universitetsbogen vil s˚a have fokus p˚a
at identificere, hvorvidt det mulige fejlagtige begrebsbillede bliver forstyrret,
hvorved der opst˚ar en kognitiv konflikt, som kan opleves som et spring i det
faglige kompetenceniveau.
2.4 Teorien om kognitiv belastning
I dette afsnit vil der blive redegjort for en teori, hvis fokus er forskellige ty-
per af menneskelig hukommelse. Teorien er udviklet med henblik p˚a at f˚a
defineret en hensigtsmæssig ma˚de at skrive lærebøger p˚a. Teorien udtaler sig
s˚aledes om betydningen af vekselvirkninger mellem grafiske fremstillinger og
ren tekst, samt i hvilken grad en lærebogs opbygning og præsentation kan
p˚avirke korttidshukommelsen og derved indirekte læringsprocessen. I forhold
til problemformuleringen vil springet blive vurderet p˚a baggrund af veksel-
virkningen mellem grafik og tekst samt hvorvidt belastningen af korttids-
hukommelsen er forskellig i lærebøgerne.
2.4.1 Den modale hukommelsesmodel
Læringsteorien betegnes “Cognitive load theory” og blev udviklet af Profes-
sor John Sweller (1988, 1995) fra University of New South Wales. Teorien
er efterfølgende præciseret af Dr. Graham Cooper fra Southern Cross Uni-
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Figur 2.4: De tre elementer af den menneskelige hukommelse.
versity i Australien[Coo06]. Cognitive load - efterfølgende benævnt kognitiv
belastning - defineres som “... the total amount of mental activity imposed
on working memory at an instance in time”[Coo06]. Teorien anser korttids-
hukommelsens begrænsninger (manglende kapacitet) som den største hin-
dring for læring. Ved at reducere den faglige belastning, f.eks. i forbindelse
med en lærebogstekst, vil anvendelsen af korttidshukommelsen kapacitet un-
der læringsprocesser blive forbedret. Dette skulle s˚a resultere i en mere effek-
tiv læringsproces. Nedsætningen af den faglige belastning kan eksempelvis
ske ved tilføjelse af figurer, der supplerer det, der skal læres.
Et grundprincip i denne læringsteori er den modale hukommelsesmodel,
som omhandler tre hukommelsestyper: Sansehukommelse, den arbejdende
hukommelse eller korttidshukommelse samt langtidshukommelse (se figur
2.4). Det er gennem disse tre, at informationsprocessen for læring defineres,
dvs. p˚a hvilken ma˚de hukommelsestyperne influerer p˚a det, der skal læres.
Sansehukommelsen er i direkte berøring med indkommende sansestimuli; dvs.
syn, lyde, lugte, smag og berøringer. Hvorimod den arbejdende hukommelse
eller korttidshukommelsen indeholder vores bevidsthed, muliggør kreativ og
logisk tænkning, at udtrykke sig og løse problemer. Denne hukommelse har
kun begrænset kapacitet:
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The biggest limitation of working memory is its capacity to deal
with no more than about seven elements of information simul-
taneously. Working memory capacity may be expanded slightly
by mixing the senses used to present information. That is, it is
easier to attend to the body of information when some of the
information is presented visually[Coo06].
Citatet har stærke relationer til læringssituationer samt til lærebøger. Med
meget detaljerede og abstrakte fremstillinger af matematiske begreber eller
andet, som er pakket med information, vil illustrationer muligvis bidrage
til en begrænset hukommelsesbelastning. At dette er essentielt, forklares i
teksten ved: “If the capacity of working memory is exceeded while proces-
sing a body of information then some if not all, of that information will be
lost”[Coo06].
Information løber fra korttidshukommelsen til langtidshukommelsen, hvor
den bliver lagret i kognitive skemaer. Disse skemaer er indbyrdes forbundet
og udbygges i detalje samt kompleksitet afhængig af drøjden af opn˚aede vi-
den. Langtidshukommelsen rummer, ifølge Cooper, uendelig videnskapacitet,
og læring samt læringsprocesser defineres i denne forbindelse som lagring af
viden samt evner i langtidshukommelsen, s˚a at denne viden kan hentes og
anvendes n˚ar det er relevant. Den afgørende faktor for faglig succes er ifølge
artiklen den strukturerede viden i skemaer i langtidshukommelsen, hvis ka-
pacitet som sagt er ubegrænset.
I forbindelse med informationsprocesserne, dvs. de forskellige hukommel-
sestypers vekselvirkning, begrundes hvorfor matematisk analyse er svært at
lære. Ifølge artiklen er en af faktorerne den store mængde af information som
skal tilegnes og bygges til kognitive skemaer før en større erkendelse er opn˚aet.
Derfor peges p˚a, “The cognitive load...can be greatly reduced if the informa-
tion is presented pictorially.”[Coo06]. Dvs. hvis noget af informationen bliver
figurmæssigt præsenteret, nedsættes belastningen p˚a korttidshukommelsen.
Med højt abstraktionsniveau og med mange indg˚aende begrebsdele bliver
sværhedsgraden (b˚ade i forbindelse med direkte tilgang og forst˚aelse, men
ogs˚a p˚a lang sigt) forøget, som et resultat af korttidshukommelsens begræns-
ninger. Informationen (bl.a. begrebsforst˚aelsen) kan derfor g˚a tabt.
Det pointeres i teorien, at hverken grafiske fremstillinger i forbindelse med
teksten eller kun tekst, nødvendigvis er et gode. N˚ar den arbejdende hukom-
melse er nødt til at bruge energi og plads til at integrere illustrationerne og
teksten som et hele, forsvinder der plads i korttidshukommelsen, som ellers
kunne bruges p˚a selve læringsprocessen. Dvs. hvis der optræder for mange
unødvendige grafiske fremstillinger, bruges der for meget energi p˚a at integre-
re disse, korttidshukommelsen bliver fyldt, information forsvinder, og bliver
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Figur 2.5: Her illustreres split attention.
derfor ikke lagret i skemaer, hvorfor læringen bliver ineffektiv. Dette uheldige
tilfælde betegnes “split attention”.
En ma˚de at undg˚a split attention kan være, at teksten indarbejdes i
figuren - s˚a der ikke sker en gentagelse forud eller efterfølgende for figuren.
I første del af figur 2.5 ses et typisk lærebogseksempel (fra [CF02a, s.217]),
som optræder i forbindelse med introduktionen af summer til beregninger
af arealer. Funktionen i koordinatsystemet illustrer forholdet mellem areal
og en punktmængde. Split attention kan mindskes ved at tilføje forklarende
tekst som vist i anden del af figuren.
2.4.2 Intrinsic og extraneus kognitiv belastning
Intrinsic cognitive load - efterfølgende benævnt indre kognitiv belastning -
handler om den indre natur af det der skal læres, dvs. indholdet i selve begre-
berne, definitioner, sætninger og andet. Den kan i følge artiklen ikke p˚avirkes
eller ændres ved lærebogsrepræsentationer og opbygning. Der kan ikke tages
forholdsregler mod sværhedsgrad samt abstraktion af det givne materiale.
Extraneus cognitive load - efterfølgende benævnt ydre kognitiv belastning
- indebærer derimod, at læringen af materiale kan forbedres, gøres lettere,
ved at ændre p˚a lærebogsopbygning, vekslen mellem grafiske fremstillinger
og symbolmæssige. Men p˚a den anden side er det s˚adan at summen af den
indre og ydre belastning ikke kan overstige korttidshukommelsens kapacitet.
Derfor vil man i situationer, hvor et begrebs natur er s˚adan, at det med sin
indre belastning udfylder hele korttidshukommelsen, være nødt til at udelade
ydre belastning i form af f.eks. figurer.
I tilfælde, hvor den indre belastning ikke udfylder hele korttidshukom-
melsen kan lærebogsstruktur og opbygning p˚avirke læringssituationen. Dette
p˚ast˚as ved: “... Redesigning instructional materials to reduce the levels of
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Figur 2.6: Samlet kognitive belastning. [Coo06]
extraneous cognitive load may enhance learning” [Coo06].
Som illustreret p˚a figur 2.6 udgør disse to typer af kognitiv belastning den
samlede belastning, korttidshukommelsen udsættes for i en konkret situation.
2.4.3 Teoriens status
Sammenstilles teorien med Piaget ses det, at dannelsen af de kognitive ske-
maer nu er forsøgt forklaret med en teori om, hvordan hjernen fungerer, og
hvordan lærebøger kan virke mere eller mindre hensigtsmæssige for lærings-
processen.
Teorien kan ikke st˚a alene som en læringsteori, der kan afdække alle aspek-
ter af læringsprocessen. Dette skyldes i bund og grund dets mekaniske natur.
Teorien i sin helhed er simpel nok, idet den hviler p˚a en p˚astand om, at
hukommelsen, og derfor videns- lagring og læring, virker som en slags com-
puter, hvor læringen er afhængig af den hastighed og pladsmængde, der er i
hukommelsens forskellige omr˚ader. Denne p˚astand kan der naturligvis stilles
spørgsma˚l ved; men dette ligger udenfor dette projekts rækkevidde. Samtidig
er teoriens simplicitet ogs˚a dens svaghed. Teorien fortæller ikke noget om de
enkelte informationsdele, som hukommelsen best˚ar af, og hvilken status disse
har igennem læringsprocessen. Her kommer Sfards teori ind billedet.
Anna Sfard peger p˚a at forst˚aelsen af abstrakte begreber ideelt set kan op-
fattes b˚ade strukturelt som objekter og operationelt som processer. Lærepro-
cessen best˚ar i et samspil mellem den operationelle og strukturelle forst˚aelse.
Ofte indledes læreprocessen med en operationel forst˚aelse, som kan opn˚as
ved at regne opgaver. Forst˚aelsen af et abstrakt begreb opn˚as først efter en
lang proces best˚aende af de tre niveauer: indreliggørelse, kondensering og re-
fication, som beskrevet tidligere. Teorien om kognitiv belastning kan ses som
en generel læringsproces, som finder sted p˚a alle tre niveauer.
Der er flere projektrelevante aspekter af teorier om kognitiv belastning.
Indholdet i bøgerne fra universitetet i form af begreber, definitioner etc. kan
ma˚ske rumme s˚a meget abstraktion og information, dvs. udpræget indre kog-
nitiv belastning, s˚a bøgernes mulige positive p˚avirkning, i form af form og
struktur, dvs. ydre kognitive belastning, er begrænset. Hvis dette alligevel
forsøges, lægger de grafiske fremstillinger beslag p˚a hukommelseskapacitet.
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P˚a den anden side kan fraværet af figurer bevirke en for kompakt læsemæng-
de. Det er den balance en lærebogsforfatter hele tiden ma˚ have for øje. Der
er risiko for, at der ikke sker læring, n˚ar korttidshukommelsen overbelastes.
Opleves dette oftere p˚a universitetet, vil den studerende opleve det som et
spring at komme p˚a universitetet. Derfor vil vi i vores analyse forsøge at
afdække s˚adanne tilfælde.
I analysen vil vi især i universitetsbogen søge at afdække, hvordan defi-
nitioner og begreber præsenteres. Fokus vil være p˚a:
• hvor mange begreber der bringes i spil
• i hvilket omfang disse begreber præsenteres med mere end de syv del-
elementer, som er postuleret som en grænse for korttidshukommelsen,
samt
• hvorledes figurer indarbejdes.
2.5 Teoriernes samspil med problemformule-
ringen
Efter gennemgangen af de udvalgte teorier, er vi nu i stand til fuldstændigt
at præcisere vores problemformulering og uddybning samt definere fagligt
kompetenceniveau . Dette vil blive gjort i dette afsnit.
Problemformuleringen lyder: I hvilken forstand er der et spring i det fag-
lige kompetenceniveau mellem gymnasialt A niveau og 1.˚ars universitetsstu-
dium i matematik? Vi har tidligere defineret spring som værende en bestemt
forskel. Med udgangspunkt i de valgte teorier vælger vi nu at definere et
fagligt kompetenceniveau som et forst˚aelsesniveau af matematiske begreber.
Niveauet kan, med udgangspunkt i Sfards begrebsdannelsesproces, befinde
sig p˚a de tre stadier: indreliggørelse, kondensering eller reification. Hvis et
begreb, forst˚aet som et matematisk emne, som fx integration, er reificeret,
betyder det, at de nødvendige kompetencer, eventuelt alle otte, har været i
spil i nødvendig omfang hos den studerende. P˚a den anden side kan de otte
kompetencer godt have været i spil i forbindelse med et konkret matematisk
emne, uden at emnet dermed er blevet reificeret. N˚ar et begreb er reifice-
ret, er der, i vores fortolkning, overensstemmelse mellem begrebsbillede og
begrebsdefinition. Det reificerede niveau n˚as via en begrebsdannelsesproces
med udvikling af de kognitive skemaer. Undervejs udvikles begrebsbilled-
et, s˚a det tilnærmes begrebsdefinitionen. P˚a niveauerne for indreliggørelse
og kondensering vil der typisk være uoverensstemmelse mellem billedet og
den formelle definition. Idet begrebsdannelsesprocessen fordrer, at begreber
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skal benyttes, inden der er opn˚aet et fuldt forst˚aelsesniveau heraf, skaber
dette sammen med uoverensstemmelserne en konstant usikkerhed hos den
studerende. Denne oplevelse bliver forstærket i de tilfælde i processen, hvor
korttidshukommelsen bliver overbelastet jf. teorien om kognitive belastning.
Kobles definitionen af spring med definitionen af det faglige kompeten-
ceniveau har vi, at problemformuleringen drejer sig om forskelle i kravet til
forst˚aelsesniveauet p˚a de to uddannelsesinstitutioner. Denne forskel er s˚a et
forklarende element i, at det kan opleves som et spring at begynde at læse
matematik p˚a universitetet. P˚a denne baggrund udkondenseres den overord-
nede projektproblematik i følgende spørgsma˚l:
• Hvilke af de otte kompetencer lægges der vægt p˚a i lærebøger?
• P˚a hvilke ma˚der bliver de respektive delkompetencer stimuleret i
bøgerne?
• Hvordan fremst˚ar begrebsbillederne i forhold til begrebsdefinitionerne?
• I hvilket omfang bliver begrebsbilledet sat under pres?
• Med hvilken tæthed bliver der anvendt ikke-reificerede begreber i be-
grebsdannelsen?
• Vil begrebsdannelsesprocesserne bibringe b˚ade en operationel og struk-
turel forst˚aelse?
• I hvilket omfang bliver korttidshukommelsen bragt under pres?
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Analyse
P˚a baggrund af vores analyseramme best˚aende af de udvalgte teorier har vi
opdelt analysen i en række emner, der er styret af lærebøgerne, eksamens-
opgaverne og vores spørgeskemaundersøgelse. Strukturen er, at vi har taget
undervisningsmaterialet fra gymnasiet først og gennemg˚aet dette med først
kompetencerne som analyseværktøj og s˚a efterfølgende med teorierne om be-
grebsdannelse. Efterfølgende kommer p˚a samme vis analysen af lærebogen
fra universitetet. Herefter er der en analyse af eksamensopgaverne fra hen-
holdsvis gymnasiet og universitetet. Her bringes den samlede analyseramme i
spil p˚a en gang og der ses ligeledes en delkonklusion p˚a forskelle mellem de to
eksamener . Endelig afslutter vi med vores spørgeskemaundersøgelse, hvor vi
dels har en argumentation for vores spørgsma˚l og efterfølgende en analyse af
svarene. Det skal bemærkes, at der ikke er forsøgt at drage sammenligninger
i analysen mellem lærebogsmaterialet fra gymnasiet og universitetet. Denne
sammenligning finde i kapitlet med diskussionen.
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3.1 Gymnasium
Gymnasiebogen MAT 2A opbygger integration i følgende tre kapitler:
• Stamfunktioner
• Areal- og det bestemte integral
• Summer
Stamfunktioner indledes med en kort tekst, der forbinder stamfunktionen
med en funktionsafledet. Herefter præsenteres definitionen p˚a en stamfunk-
tion med en tilhørende eksemplificering af definitionen, dvs. korte eksempler
der skærer definitionen ud i pap. I samme afsnit præsenteres integralteg-
net, og hvordan stamfunktionen hænger sammen med integraltegnet[CF02a,
s.183]:
F (x) =
∫
f(x)dx
Herefter præsenteres integrationsprøven, og efterfølgende to sætninger, der
handler om, at enhver stamfunktion kan skrives p˚a formen; F +k. Det næste
afsnit hedder; “Regneregler for ubestemte integraler”, hvor de første sider
handler om stamfunktionens algebra (addition, subtraktion etc.). Herefter
følger partielt integration og integration ved substitution. Kapitlet ”Areal og
bestemt integral”starter med en lang introduktion af arealfunktionen og dens
sammenhæng med stamfunktionen, samt arealet, afgrænset af funktionen
f(x) og x-aksen p˚a intervallet [a, b], der defineres ved[CF02a, s.195]:
M = {(x, y)| a ≤ x ≤ b ∧ 0 ≤ y ≤ f (x)}
I forbindelse med denne sammenhæng, dvs. stamfunktionen og arealet, laves
der et bevis p˚a to sider, der viser gyldigheden af denne forbindelse. Herefter
følger definitionen og regneregler for det bestemte integral. Disse regneregler
er identiske med dem i kapitlet om stamfunktioner, men med tilføjelse af
ombytning af grænser og indskudsreglen.
Det sidste kapitel ”Summer”starter med introduktion af arealet og sum-
merne samt metoden om intervalinddelinger. Herefter følger der et afsnit om
over- og undersummer samt relationen til punktmængden M , der blev intro-
duceret i kapitlet om areal- og det bestemte integral. De sidste afsnit handler
henholdsvis om rumfang, numerisk integration, anvendelser af integralreg-
ningen og integrabilitet.
Side 35 af 123
3 Analyse 3.1. Gymnasium
3.1.1 Kompetencerne
I dette afsnit vil der p˚a baggrund af KOM-rapportens opstillet kompetencer,
blive analyseret emnet “Integration” i hhv. MAT 2A og i Kalkulus kap. 8
og 9. Analysen indeholder først en overordnet beskrivelse af bogens struktur
og herefter en dybere analyse af, hvilke kompetencer og i hvilke omfang de
bringes i spil. Strukturen i MAT 2A er:
• Definitioner
• Sætninger
• Beviser
• Eksempler
• Opgaver
Til sidst vil der være en delkonklusion, som vil indeholde, hvilke kompe-
tencer der træder frem. I forbindelsen med problemformulering h˚aber vi at
kunne identificere, hvordan kompetencerne og delkompetencerne stimuleres.
Herefter vil vi diskuterer dækningsgraden og det tekniske niveau for de frem-
trædende kompetencer, og p˚a denne baggrund vil vi kunne udtale os, om
springet i det faglige kompetenceniveau.
Alle definitioner og sætninger i MAT 2A bogen bliver præsenteret ved,
at der enten henvises til gamle begreber, eller det begrundes, hvorfor den
p˚agældende sætning eller definition medtages. Eksempelvis er de indledende
kommentarer til kapitlet “Stamfunktion”:
I differentialregningen fandt vi til en given funktion f(x) dens
afledede funktion f ′(x). Vi skal nu se p˚a det “omvendte” problem,
nemlig at bestemme f(x), n˚ar f ′x er kendt.
Definition. F kaldes en stamfunktion til f , hvis F (′x) = f(x).
[CF02a, s.183].
Af citatet ses, at problemstillingen vedrørende en funktionsafledet nøje hæn-
ger sammen med det nye begreb, der introduceres. Dette betyder at studen-
ten f˚ar en antydning af stamfunktionens rækkevidde inden for matematikken
selv. Dette træk er en del af tankegangskompetencen, der netop omhandler
det at kunne: “... h˚andtere givne matematiske begrebers rækkevidde” (se
side 14). Denne indsigt er dog stærkt begrænset set i forhold størrelsen af
begrebet ”stamfunktion”, men dog forsøges den stimuleret via eksemplerne,
som vil blive gennemg˚aet senere. Set i forhold til begrebet som helhed, dvs.
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uden de betingelser som forfatterne sætter(se nedst˚aende to punkter), bliver
denne del af tankegangskompetencen understimuleret i de sidste to kapitler
af bogen. I starten af kapitlet om areal- og det bestemte integral nævnes
følgende to betingelser, som bliver en ramme for begrebet i kapitlet:
Vi betragter alts˚a en funktion f , om hvilke vi forudsætter, at
• f er kontinuert i intervallet [a, b], dvs. at grafen er sammen-
hængen i [a, b]
• f er ikke-negativ i intervallet [a, b], dvs. at grafen for f i
intervallet ikke kommer under x-aksen
[CF02a, s.195].
Disse to betingelser kommer til at p˚avirke alle definitioner og sætninger
fremover, hvilket bevirker stamfunktionens rækkevidde indsnævres, og der-
for p˚avirker det aspektet af, hvor generel definitionen er. Ergo er dette ikke
med til at stimulere den del af tankegangskompetencen, der handler om: “At
kunne udfører samt forst˚a hvad der ligger i generaliseringer af matematiske
resultater” (se side 14). Alene det at visse betingelser forudsættes ved funk-
tionen f(x) bekræfter, at stamfunktionen rummer meget mere, end det der
fremstilles i bogen.
Sætningerne, som er en konsekvens af definitionen, bliver præsenteret som
værende postulater. Eksempelvis i kapitlet om stamfunktioner, hvor sætning
3 præsenteres;
Vi har hidtil ikke udtalt os om, hvilke funktioner der har stam-
funktioner, det er nemlig ikke alle. Dette r˚ader vi delvist bod p˚a
med nedenst˚aende sætning, som vi ikke beviser.
Sætning 3. Enhver kontinuert funktion har en stamfunktion
[CF02a, s.184].
Problemet med denne sætning er dels, at den ikke bevises, hvilket indebæ-
rer, at sætningens betydning negligeres, dels at den bruges som en vigtig
forudsætning i de videre kapitler. S˚a den del af tankegangskompetencen der
handler om: “... at kunne skelne mellem p˚astande, definitioner, sætninger”
(se side 14) understimuleres netop p˚a grund af den ma˚de, som sætningerne
fremst˚ar.
Bogen benytter diverse symbolbrug. Til at repræsentere integralet benyt-
tes symbolet
∫
, og n˚ar det er tilknyttet en funktion, bliver det kaldt det
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ubestemte integral,
∫
f(x)dx. Det kan være tilknyttet alle funktioner uden
forudsætning og fremkommer gennem hele afsnittet. Ved det bestemte inte-
gral, knyttes et lukket interval I = [a, b] til funktionen.
Repræsentationskompetencen er en af de kompetencer, der er værd at be-
mærke i forbindelse med MAT 2A, da repræsentationsformerne ogs˚a p˚avirkes
af begrebernes indsnævring. Repræsentationsformerne for de matematiske
objekter i MAT 2A er overvejende enkle. Et eksempel p˚a dette er eksempel
2 i kapitlet stamfunktioner:
Eksempel 2. Vi vil bestemme stamfunktioner til
f(x) = 2x− 2,
og gætter stamfunktionen
f(x) = x2 − 2x.
Iflg. sætning 1 og 2 udgør funktioner af typen
F (x) = x2 − 2x+ k.
Samtlige stamfunktioner til f ; p˚a fig. 1 ses graferne for en række
stamfunktioner. De fremg˚ar af hinanden ved lodrette parallelfor-
skydninger
[CF02a, s.185].
Dette eksempel stimulerer den del repræsentationskompetencen der handler
om: “... at kunne forst˚a, og betjene sig af forskellige matematiske objekter...”
(se side 15). Eksemplet viser, at stamfunktioner b˚ade kan repræsenteres alge-
braisk og grafisk, som hhv. den funktion hvis afledede giver funktionen selv,
og de ens kurver, der er lodret forskudt med en konstant.
En tilsvarende dualitet findes for det bestemte integral, der gennem ka-
pitel 13 repræsenteres ved arealet under kurven, indtegnet p˚a grafer, men
ogs˚a ved symbolet
∫ b
a
f(x)dx og senere i kapitel 14 repræsenteres det ved
en algebraisk-symbolsk formel, som den fælles grænseværdi for to summer
[CF02a, s.220] : ∫ b
a
f (x) dx = lim
n→∞
Un = lim
n→∞
On = A
Hvor symbolerne On og Un er hhv. oversum og undersum opdelt p˚a n s˚akaldte
delintervaller, og hvor A kaldes et tal. Over- og undersum fremstilles kun
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Figur 3.1: Figuren til eksempel 2 i Mat2A[CF02a, s.185]
.
Figur 3.2: Over- og undersummer grafisk repræsenteret[CF02a,
s.218]
.
Side 39 af 123
3 Analyse 3.1. Gymnasium
ved grafisk repræsentation i gymnasiet, s˚a de studerendes forst˚aelse af de
to symboler og deres forskel kommer udelukkende gennem nogle grafer, en
algebraisk repræsentation er ikke til stede. Summerne repræsenteres gennem
en række grafer (se appendiks B), hvor de betragtes som summen af area-
lerne af de indtegnede søjler, som det ses af figur 3.2. Delkompetencen der
handler om: “... at kunne forbinde og oversætte mellem repræsentationsfor-
mer for samme sagsforhold” (se side 15) stimuleres i forbindelse med disse
fremstillinger. Men at den studerende stimuleres til at have: “... kendskab
til styrker og svagheder ved de forskellige.” (se side 15) er dog tvivlsomt, da
repræsentationsformerne er meget stringente i forhold til den ma˚de, som de
vælger at indsnævre begreberne p˚a.
Eksemplerne, som er overvejende simple, skal være med til at skabe for-
trolighed med sætningerne. Dette indebærer, at der redegøres for alle trin;
ræsonnementer forklares, og mellemregningerne medtages, som hjælper til at
stimulere tankegangskompetencen. Eksempel 5 i MAT 2A viser dette;
Eksempel 5. Vi vil vha. partielt integration bestemme∫
x · sinxdx.
I dette tilfælde er integranden x · sin, og da x giver en simpel
afledet funktion, nemlig 1, sætter vi:
f(x) = sin x og g(x) = x.
S˚a er
F (x) = − cosx og g′(x) = 1.
Dette indsættes i formlen (1), og vi f˚ar∫
x · sin (x) dx = (− cosx) · x−
∫
(− cosx) · 1dx
= −x · cosx+
∫
cosxdx = −x · cosx+ sin x+ k
[CF02a, s.188].
Til trods for eksemplernes simplicitet er dette dog med til at opbygge den
grundlæggende tankegang indenfor de begreber, de er en del af. S˚a med de
rammer som forfatterne har opbygget om begrebet stamfunktioner, er en sti-
mulering af tankegangskompetencen til stede. Dette giver sig til udtrykt i
udvidelsen af begrebet stamfunktion til at omfatte forskellige funktionstyper
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s˚asom; differens-, produkt- og sumfunktioner. Disse udvidelser af stamfunk-
tionen understøttes i forbindelse med eksemplernes karakter, som eksempel
5. Specifikt er der tale om delkompetencen, der handler om: “Endvidere at
kende, forst˚a og h˚andtere givne matematiske begrebers rækkevidde” (se side
14). Dette gælder ogs˚a alle eksemplerne i det tidligere nævnte kapitel om
areal- og det bestemte integral, hvilket illustreres ved:
Eksempel 6. Vi vil udregne det bestemte integral∫ 3
2
5x
x2 + 4
dx
p˚a to ma˚der.
* Det ubestemte integral ∫
5x
x2 + 4
dx
fandt vi i eksempel 7 kapitel 12 vha. integration ved substitution:∫
5x
x2 + 4
dx = 5
2
ln
(
x2 + 4
)
Herefter f˚as det bestemte integral:∫ 3
2
5x
x2 + 4
dx =
[
5
2
ln
(
x2 + 4
)]3
2
= 5
2
ln 13− 5
2
ln 8 = 5
2
ln 13
8
.
* Vi benytter substitution t = x2 + 4 og f˚ar
dt
dx
= 2x⇔ dt = 2xdx⇔ dx = 1
2x
dt
som vist i sætning 5∫ 3
2
5x
x2 + 4
dx =
∫ 13
8
5x
t
· 1
2x
dt =
5
2
∫ 13
8
1
t
dt =
[
5
2
ln t
]1
8
3 = 5
2
(ln 13− ln 8) = 5
2
ln 13
8
[CF02a, s.205]
En anden kompetence der overordnet stimuleres, er en delkompetence der
hører under ræsonnementskompetencen. Denne handler om retfærdiggørelsen
af svar og løsninger set i lyset af eksemplernes karakterer jf. eksempel 6.
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Beviserne i MAT 2A er hovedsagelige deduktive, hvor der tjekkes at
højre og venstre side stemmer overens p˚a baggrund af allerede præsente-
ret p˚astande som eksempelvis sætningerne. Bevisernes tilgang er meget lige
til, de bærende ideer afdækkes, og hvert skridt forklares. Det med at de bæ-
rende ideer afdækkes, skyldes at der oftest kommer en p˚astand og herefter
vises der ved udregning, hvorfor denne p˚astand er intuitivt korrekt at antage.
Eksempelvis beviset for integration ved substitution:
Sætning 6. (Integration ved substitution) Lad g være differenti-
abel med den kontinuerte afledede g′, og lad ogs˚a f være konti-
nuert. S˚a gælder∫
f (g (x)) g′ (x) dx =
∫
f (t) dt = F (t) + k = F (g (x)) + k (2)
Hvor t = g(x), og F er en stamfunktion til f .
Bevis. Da t = g(x), er det sidste lighedstegn i (2) oplagt, og da
F er en stamfunktion til f , ma˚ det midterste lighedstegn gælde.
For at vise at første lighedstegn gælder, skal vi s˚aledes bare vise,∫
f (g (x)) g′ (x) dx at er lig med et af de tre sidste led i (2) – vi
vælger det sidste og skal alts˚a vise, at∫
f (g (x)) g′ (x) dx = F (g (x)) + k
Dette gøres ved integrationsprøve, hvor vi benytter reglen om dif-
ferentiation af sammensat funktion p˚a højre side af lighedstegnet:
(F (g (x)) + k)′ = (F (g (x)))′ + k′
= F ′ (f)F ′ (g (x)) g′ (x) + 0 = f (g (x)) g′ (x)
[CF02a, s. 189].
Dette leder automatisk frem til en stimulering af ræsonnementskompetencen.
Dette skyldes at alle ideer fremlægges og forklares, hvilket gør at eleven kan
følge med. Den anden type af beviser er de “skjulte” beviser til en del af
sætningerne. Disse fremst˚ar som udledninger/udregninger lige før sætninger-
ne og bliver ikke markeret som beviser. Et eksempel p˚a dette er beviset for
sætning 7, der lyder:
Sætning 7. Hvis funktionerne f og g er kontinuerte i intervallet
[a, b] og g (x) ≤ f (x) for alle x ∈ [a, b], er arealet A af punkt-
mængden
M = {(x, y)| a ≤ x ≤ b ∧ g (x) ≤ y ≤ f (x)}
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Bestemt ved:
A =
∫ b
a
(f (x)− g (x)) dx
[CF02a, s. 211].
Men efter en sides beregninger s˚a st˚ar der til sidst:
Vi har hermed bevist nedenst˚aende sætning
[CF02a, s.211].
Dette kan have en del negative effekter p˚a ræsonnementskompetencen. For
det første lærer eleven ikke at kunne afgøre, hvorn˚ar et ræsonnement er et
bevis. Da beviserne fremst˚ar som udledninger eller teoretiske eksempler op-
trænes eleven ej heller i at forst˚a, hvad et bevis er, og hvad vigtigheden af et
s˚adant er.
Delkonklusion - MAT 2A
I gymnasiebogen er der tre kompetencer der træder frem: Tankegangskom-
petencen, ræsonnementskompetencen og repræsentationskompetencen. I for-
hold til tankegangskompetencen bliver denne stimuleret indenfor de rammer,
som forfatterne opstiller ved opbygningen af et begreb. Eksemplernes sim-
plicitet og deres forlængelse af sætningerne er ogs˚a med til dette. Men set
i forhold til begrebets “størrelse” understimuleres denne kompetence, idet
definitionernes og sætningernes rækkevidde (og generaliseringer) p˚avirkes af
betingelserne og bliver derfor ikke tydeliggjort.
Ræsonnementskompetencen bliver kun i begrænset omfang stimuleret p˚a
grund af bevisernes enkelthed og vil derfor bidrage til, at delkompetencer
som: “At kunne følge og bedømme et matematisk ræsonnement” (se side
15), ikke stimuleres i særligt høj grad. I denne forbindelse vil de “skjulte”
beviser virke degressivt p˚a delkompetencerne: “At vide og forst˚a hvad et
matematisk bevis er” og: “... afgøre hvorn˚ar et ræsonnement udgør et bevis”
(se side 15).
Delkompetencen af repræsentationskompetencen, der handler om: “... at
kunne forbinde og oversætte mellem repræsentationsformer for samme sags-
forhold” (se side 15) bliver kun stimuleret p˚a baggrund af, at repræsentations-
formen for et objekt bliver suppleret med en anden repræsentationsform for
det samme objekt. Netop p˚a baggrund af begrebernes indsnævring er forfat-
terne nødt til at lave enkle repræsentationsformer, hvilke medfører, at visse
af disse repræsentationsformer ikke kan st˚a alene, eksempelvis vedr. det be-
stemt integral og summerne. Til gengæld bliver delkompetencen der handler
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om at have; “...kendskab til styrker og svagheder ved de forskellige.”(se side
15), ikke stimuleret, netop fordi repræsentationsformerne igen bliver p˚avirket
at begrebets indsnævring, dvs. at de forskellige matematiske objekter bliver
nødt til at blive fremstillet p˚a en enklere ma˚de, end hvis begrebet blev be-
handlet i en universitetsbog.
3.1.2 Begrebsdannelse
Der vil i det efterfølgende blive set p˚a, hvorledes begrebet integration bliver
bygget op i den studerendes bevidsthed. Dette indebærer undersøgelse af præ-
sentationen af bogens formelle definitioner p˚a begreberne (bestemt)integral,
integrabilitet og stamfunktion, samt hvordan de studerendes begrebsbilleder
opbygges gennem bl.a. sætninger, eksempler og beviser. Dette gøres med det
forma˚l at vurdere forholdet mellem begrebsbilleder og begrebsdefinitioner.
Endelig vil der blive undersøgt og analyseret, hvordan begrebsdannelsespro-
cessen forløber.
Begrebsdefinitioner
Bogens formelle definition p˚a hvad det indebærer, at en funktionen er inte-
grabel, er:
Definition. En begrænset funktion y = f(x), x ∈ [a, b], kaldes
integrabel, hvis der findes netop et tal A, der skiller mængden
af undersummer fra mængden af oversummer ... Tallet A kaldes
integralet af f fra a til b og det skrives
A =
∫ b
a
f(x)dx
[CF02a, s.240].
Bogens formelle definition p˚a hvad en stamfunktion til en funktion er, ud-
trykkes ved:
Definition. F kaldes en stamfunktion til f , hvis F ′ (x) = f (x).
[CF02a, s.183].
Integraltegnet indføres, og i teksten beskrives, at dette nye symbol kan benyt-
tes til at skrive stamfunktionen p˚a følgende ma˚de: F (x) =
∫
f(x)dx[CF02a,
s.183].
Bogens formelle definition p˚a hvad der karakteriserer et bestemt integral,
er:
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Definition. Lad f være kontinuert i [a, b] med stamfunktionen
F . Ved det bestemte integral af f i [a, b] forst˚as tallet
F (b)− F (a)
og vi skriver∫ b
a
f (x) dx = [F (x)]ba = F (b)− F (a)
[CF02a, s.201].
Integral, integrabilitet, kontinuitet og differentiabilitet
Sætning 3, “Enhver kontinuert funktion har en stamfunktion” [CF02a, s.186],
st˚ar for sig selv, uden bevis eller eksempler. Det eneste teksten nævner i
forbindelse med sætningen, er forinden:
Vi har ikke udtalt os om, hvilke funktioner der har stamfunktioner
... Dette r˚ader vi delvist bod p˚a med nedenst˚aende sætning ...
[CF02a, s.186].
Og bagefter:
N˚ar vi i det efterfølgende kræver, at en funktion er kontinuert, er
det for at sikre os, at den har en stamfunktion[CF02a, s.186].
I alle efterfølgende sætninger (inkl. regneregler), frem til kapitlet om inte-
grabilitet, st˚ar der som forudsætning, at funktionerne skal være kontinuerte.
For eksempel:
Sætning 6. (Integration ved substitution) Lad g være differenti-
abel med kontinuerte afledede g′ , og led ogs˚a f være kontinuert.
S˚a gælder∫
f (g (x)) g′ (x) dx =
∫
f (t) dt = F (t) + k = F (g (x)) + k
hvor t = g(x), og F er en stamfunktion til f .
[CF02a, s.189]
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Det skal understreges, at der som s˚adan ikke er noget galt i overnævnte struk-
tur. Men det kan naturligvis have en effekt p˚a dannelse af begrebsbilledet at
arbejde længere tid med kontinuiteten som forudsætning. Uden yderligere
kommentarer kan det give den studerende en overbevisning om kontinuitet
som forudsætning for at kunne bestemme stamfunktioner og i givet fald som
betingelse for integrabilitet (hvilket jo ikke er indbefattet i sætningen). At
dette ikke er tilfældet beskrives først mange sider senere.
Hovedparten af bogens eksempler beskæftiger sig desuden kun med “pæ-
ne” funktioner, der enten er kontinuerte p˚a hele R eller hvor beregningen
af integralet kun beskæftiger sig med funktionen p˚a et interval hvor den er
kontinuert, s˚asom f(x) = x2− 4 og f(x) = x+2
x2+1
. Kun e´t eksempel behandler
en diskontinuert integrabel funktion[CF02a, s. 240]:
f(x) =
{
1 for 1 ≤ x < 2
2 for 2 ≤ x ≤ 3
Ved s˚aledes næsten kun at blive udsat for eksempler, hvor kontinuitet spiller
en stor rolle, og eleven derfor ikke støder p˚a eksempler hvor diskontinuerte
funktioner integreres, er der mulighed for, at kontinuiteten udgør en stor del
af begrebsbilledet.
I et eksempel i forbindelse med sætning 6, “Integration ved substitution”,
ses en anden potentiel risiko for konflikt i begrebsforst˚aelsen. Her illustreres
regnereglen ved det ubestemte integral
∫ √
8x− 1dx, og videre i teksten:
Her er
√
8x− 1dx en sammensat funktion, hvor den indre funk-
tion er g(x) =
√
8x− 1dx , mens den ydre funktion er f(x) =√
g(x). Vi sætter nu t = g(x) = 8x − 1, og differentierer
t′ = dt
dx
= 8. Vi tillader os nu – selv om dt
dx
er et samlet sym-
bol – at isolere dx i det sidste lighedstegn ...
[CF02a, s.190].
Det bemærkelsesværdige er her, at teksten omtaler differentialkvotienten dt
dx
som et samlet symbol og herefter manipulerer med dette symbol uden at gøre
denne manipulation matematisk berettiget. Denne berettigelse kunne være i
form af en matematisk argumentation, i form af bevis eller andet; men dette
findes ikke i bogen. Manipulationen af differentialkvotienter virker ikke fore-
nelig med den reifikation, som finder sted i forbindelse med delbegrebet diffe-
rentialkvotient. I denne reifikation indg˚ar definitionen p˚a differentialkvotient
som en grænseværdi for differenskvotienten. Og det ma˚ formodes, at indenfor
dette begrebsbillede er det utænkeligt at kunne manipulere med grænsevær-
dien til et symbol, hvorfor usikkerheden hos den studerende opst˚ar. Ifølge
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Sfard har ethvert reificeret begreb et forma˚l som et input i en ny begrebdan-
nelsesproces. I begrebsdannelsen af stamfunktioner, som i et tidligere afsnit i
bogen beskrives vha. afledede funktioner, virker det reificerede begreb diffe-
rentiabilitet som input. Den usikkerhed, som muligvis opst˚ar ved overnævn-
te symbolmanipulation, kan vanskeliggøre indreliggørelse af stamfunktioner
samt andre relaterede begreber.
Integraler og summer
P˚a første side af delkapitlet “Stamfunktioner” st˚ar: “Vi skal senere se, at der
er en sammenhæng mellem summer og integraler...” [CF02a, s.183]. Hvor-
efter kapitlet, fra første side af, beskæftiger sig med forbindelsen mellem
stamfunktioner og integraler. P˚a side 197 defineres tillige stamfunktioner
gennem arealer og herved haves indirekte en sammenhæng mellem arealer og
integraler. Derfor er det interessant, at “sammenhængen” mellem summer og
integraler, som egentlig er fundamental for integrabilitet kort nævnes uden
uddybning. Ordet “sammenhæng” indikerer, at der er en forbindelse mellem
summer og integraler, men ikke hvor stor betydning summerne reelt set har
for integrabilitet.
Sidemæssigt fylder kapitlet “Areal og bestemt integral” godt 20 sider,
samtidig med at arealer hyppigt indg˚ar i de andre kapitler. Kapitlerne “Over-
og undersummer” samt “Integrabilitet” udgør tilsammen 8 sider. Det er der-
for muligt, at arealerne spiller en større rolle end summerne i teksten.
I kapitlet 14 “Summer” berøres selve kernen i Riemannintegrabilitet, om
end Riemann p˚a intet tidspunkt nævnes. Men i stedet for at præcisere den
fundamentale betydning, summerne har, indledes kapitlet med: “Vi skal i
dette kapitel se p˚a det bestemte integral fra en anden synsvinkel...” [CF02a,
s.217]. Studenten kan derfor f˚a det indtryk, at summer blot er en alternativ
ma˚de i forhold til arealer, til at betragte integrabilitet p˚a.
Denne arealrelation dyrkes videre, n˚ar oversum og undersum Un, On, n ∈
N præciseres. Grænseværdierne lim
n→∞
Un, lim
n→∞
On sættes begge lig et tal A,
som i tidligere afsnit sættes lig det bestemte integral med grænser a og b.
Hvorefter der til sidst konkluderes: “... For kontinuerte funktioner gælder det
derfor, at A = lim
n→∞
Un = lim
n→∞
On =
∫ b
a
f(x)dx” [CF02a, s.220]. Umiddelbart
kunne man ma˚ske mene, at inddragelse af arealer i summer tjener flere gode
forma˚l. At eleven herigennem lærer at forst˚a samt at kunne betjene sig af
matematiske objekter (Arealer, grænseværdier, kontinuitet) til at skabe en
forbindelse til summer, som p˚apeges er en repræsentationsform for integraler.
Dvs. en udpræget stimulering af repræsentationskompetencen.
Gennem fremstillingen synes det ogs˚a, at eleven stimuleres i at forhol-
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de sig til matematiske begrebers rækkevidde indenfor samme begrebsomr˚ade
(tankegangskompetencen). Og endelig nedsættes den cognitive load, ved at
de nye begreber, over- og undersum, forklares ud fra – eller sættes i sammen-
hæng med – det reificerede delbegreb arealer. Problemet er blot, at arealer er
et pseudobegreb i forbindelse med Riemannintegrabilitet; arealer er ikke es-
sentiel for begrebet men mere et virkemiddel til at forst˚a, hvordan begrebet
kan udtrykkes eller repræsenteres. Gennem de første to omfattende kapit-
ler lærer eleven integrationsteknik og om arealer. Der er herigennem, iflg.
Sfard, sket en tretrins-begrebsdannelsesproces; eleven følger eksempler, sæt-
ninger og beviser. Alt dette medfører en art reificering af arealer som kernen
i integrabilitet. Dette understøttes til dels af, at sætningerne kun vedrører
kontinuerte funktioner, se side 37. Allerede p˚a første side af kapitlet ”Sum-
mer”sættes over- og undersummer i relation til integrabilitet gennem arealer,
hvorfor summerne blot fremtræder som en alternativ repræsentationsform,
en anden synsvinkel p˚a begrebet Derfor er det sandsynligt, at elevens be-
grebsbillede ved integrabilitet er dannet af pseudoreificeringen af arealer (og
teknikker). At dette begrebsbillede naturligvis ikke stemmer overens med
begrebsdefinitionen bliver først anskueliggjort p˚a de sidste f˚a sider.
Det efterfølgende afsnit om rumfang og rumfangsbestemmelser; illustre-
ret i fire eksempler, virker potentielt farligt for begrebsforst˚aelsen. Afsnittet
indledes med:
Lad f være en funktion, der er kontinuert og ikke-negativ i [a, b]...
Vi ser p˚a punktmængden {(x, y)|a ≤ x ≤ b ∧ 0 ≤ y ≤ f(x)} , som
vi drejer 360◦ om x-aksen. Derved fremkommer et s˚akaldt omdrej-
ningslegeme, hvis rumfang vi vil bestemme.
[CF02a, s.222].
Inden selve udledningen ses tre figurer, der illustrerer, hvorledes omdrejnings-
legemet fremkommer. Udledningen sker i løbende tekst med brug af en række
sætninger, som tidligere er defineret. Men det sker uden at der først gøres
opmærksom p˚a, at der her er tale om et bevis. Udledningen afsluttes med:
Vi har hermed vist nedenst˚aende sætning:
Sætning 2. Lad f være kontinuert og ikke negativ i [a, b].
S˚a er rumfanget V , af det omdrejningslegeme, der frem-
kommer, n˚ar grafen for f drejes 360◦ om x-aksen bestemt
ved:
V = pi
∫ b
a
f(x)2dx
[CF02a, s. 223]
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Sætningen er s˚aledes udledt ved, hvad vi kalder et “skjult” bevis. Herved
menes et bevis, som føres uden at den studerende er gjort klar over at et
bevis er under udførelse. Resultatet synes at komme frem p˚a baggrund af en
tilfældig manipulation. Det væsentlige bliver sætningen og den efterfølgende
brug af denne. Her bruges sætningen i de fire eksempler, som tjener som ud-
ledninger af ligninger for keglerumfang og kuglerumfang. Afsnittet trækker
p˚a ræsonnementsmæssig forst˚aelse og anvender tidligere omtalte begreber;
summer, grænseværdier af disse, delintervaller (partitioner), punktmængder
samt grafiske og formelmæssige beskrivelser af rumlige figurer. Derfor stimu-
leres eleven i at forst˚a og kunne skelne mellem disse matematiske objekters
forskellige repræsentationsformer. Faremomentet ligger i to forhold. For det
første er bevisets rolle i begrebsdannelsen begrænset - begrebsdannelsen bli-
ver knyttet til eksemplerne, hvilket stimulerer en operationel forst˚aelse og en
reduceret strukturel forst˚aelse for begrebet. For det andet betjener rumfangs-
udledningerne sig af summer og grænseværdier for disse. Over- og undersum-
mer fremst˚ar derfor blot som et redskab til at udlede forskellige formler eller
blot som en hensigtsmæssig repræsentationsform af integrabilitet, som kan
anvendes til udregninger. Alle disse forskellige eksempler og anvendelsesori-
enteret omskrivninger, som indg˚ar i afsnittet, er udmærket til at skabe en
fortrolighed med summer. Men problemet er blot, at man gennem eksempler-
ne og selve strukturen af teksten ikke ser summerne som noget selvstændigt.
For det første er de afhængige af den konkrete sammenhæng, i hvilken de
benyttes, som forefindes i eksempler eller andet, og samtidig virker de blot
som et redskab til at løse problemer eller som en hjælp til hensigtsmæssige
omskrivninger. De f˚ar derved ikke nogen selvstændig eksistens ved integra-
bilitet, hvilket uundg˚aeligt vil øge risikoen for et forfejlet begrebsbillede af
integrabilitet, hvori arealerne stadig er primære.
At over- og undersummer tilsyneladende ikke er primære i begrebsbil-
ledet af integrabilitet understøttes af et kort afsnit om middelsummer, ef-
terfølgende det ovenfornævnte afsnit. Dette mindre afsnit virker underligt
placeret, hvilket skyldes, at der ikke er en præcisering af forma˚let med mid-
delsummer, de fremstilles blot som en vilk˚arlig beskrivelse af integrabilitet.
Herved ligestilles middelsummer med over-og undersummer, som jo ogs˚a
fremst˚ar som en vilk˚arlig beskrivelse af begrebet. Dette kan resultere i et
begrebsbillede, som ikke harmonerer med over-og undersummers reelle sær-
status.
Det sidste afsnit, der omhandler integrationsbegrebet (slutningen af ka-
pitel 14), udfylder et afsnit p˚a tre sider, hvoraf halvanden side udgøres af
eksempler. Dette er s˚a at sige kernen i Riemann-integrabilitet, og indledes
med:
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Vi har ved gennemgangen af integralregningen taget udgangs-
punkt i arealbestemmelse. Det viser sig dog, at det “kun” er en
del af et mere omfattende begreb, som vi nu kort vil omtale. I det
følgende kræver vi s˚aledes ikke, at de funktioner, vi betragter, er
kontinuerte og ikke-negative
[CF02a, s.239].
Hvorefter der følger en begrebsmæssig redegørelse, som leder op til defini-
tionen p˚a integrabilitet(se side 44). Den begrebsmæssige udledning rummer
bl.a. partitioner (om end ikke benævnt ved navn), over- og undersummer,
samt det matematiske udsagn: “Man kan vise, at enhver undersum er min-
dre end eller lig med enhver oversum uanset inddelinger...” [CF02a, s.239].
Udledningen er meget ræsonnementspræget, det tydeliggøres, at summer-
ne, indeholdende partitionerne, er de bærende principper i ræsonnementet.
Udledningen udføres gennem fremhævelse af summerne, grundig tekstbeskri-
velse samt grafiske fremstilling, hvori summerne illustreres. At funktionerne
ikke nødvendigvist er kontinuerte, ej heller ikke-negative, illustreres samti-
dig i figurerne. Her er funktionerne diskontinuerte, med spring, som ses p˚a
figur 3.3. Af de tre eksempler, som indg˚ar i afsnittet, er især det andet vir-
Figur 3.3: Integration af ikke-kontinuerte funktioner med delvist ne-
gative funktionsværdier.
kelig godt for begrebsforst˚aelsen, hvorfor det medtages (dog p˚a nær skitse af
funktionen):
Funktionen f er i [0, 1] bestemt ved
f(x) =
{
0 for x ∈ R\Q
1 for x ∈ Q
Da ethvert nok s˚a lille interval indeholder b˚ade rationale og irra-
tionale tal, er den største undersum s = 0 og den mindste oversum
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S = 1. Idet S−s = 1, er der mere end et tal, der skiller mængden
af under- og oversummer, og f er derfor ikke integrabel
[CF02a, s.241].
Dette eksempel, eller ræsonnement, synes at oparbejde en fortrolighed med
begreberne over- og undersum, samtidig med en forst˚aelse af definitionen p˚a
integrabilitet.
Efter dette korte afsnit om integrabilitet vil begrebsbilledet nærme sig
den reelle begrebsdefinition. Problemet er blot, at man gennem hele kapitlet
har fokuseret p˚a integraler vha. kontinuitet samt arealer jvf. det tidligere.
Begrebsbilledet ma˚ p˚a dette tidspunkt formodentligt være fyldt med disse
betingelser eller anskuelsesformer, hvorfor det kan anses for problematisk at
indpasse de sidste tre sider i begrebsbilledet. Der kan derfor muligvis opst˚a
en kognitiv konflikt indenfor begrebsbilledet, alts˚a at de sidste par sider kan
virke frustrerende og forvirrende for elevens begrebsopfattelse, bla. i kraft
af at den studerendes begrebsbillede er opbygget gennem længere tid samt
gennem 50 sider i forhold til tre. I relation til dette ses en større kognitiv kon-
fliktfaktor i forbindelse med forrige sides definition af, hvad det vil sige, at
en funktion er integrabel. Det er tankevækkende, i et afsnit hvor fokus drejes
væk fra arealer og i stedet fokuseres p˚a sammenhængen mellem integraler
og summer, at definitionen stadig rummer en relation til arealer. I definition
bruges jo A som notation for det tal, der adskiller mængden af oversummer
fra mængden af undersummer. Og i det tidligere angives A jo som et areal,
der sættes lig det bestemte integral. I delkapitlerne med arealer forlanges tilli-
ge, at funktionerne er kontinuerte. Den studerende vil derfor, efter det sidste
afsnit om integrabilitet, have et begrebsbillede, hvori der indg˚ar arealer med
en ubetinget forbindelse til kontinuitet, og hvor der indg˚ar summer og dis-
kontinuerte funktioner, som alligevel relateres til arealer igennem anvendelse
af bogstavet A. Dette ma˚ anses for at være en stor kognitiv konfliktfaktor,
og kædes dette sammen med hvordan det korte afsnit om integrabilitet p˚a
radikal vis p˚avirker begrebsbilledet i en helt ny retning ved at dreje fokus hen
p˚a summer, ses derfor samlet en begrebskonflikt, som kan virke degressivt
p˚a elevens begrebsforst˚aelse. Set i lyset af den skriftlige eksamen, kan man
s˚a spekulere i, hvorvidt læreren ma˚ske vil vælge at forbig˚a disse enkle sider,
eller evt. blot knytte nogle kommentarer til det.
Ifølge Sfard udvikles der b˚ade en operationel og strukturel forst˚aelse
gennem begrebsdannelsesprocessens tre niveauer - faktisk er disse en for-
udsætning for den endelige forst˚aelse. Først n˚ar der er sket en reifikation,
er der opst˚aet en sammensmeltning mellem den operationelle og strukturelle
forst˚aelse, og begrebet er gjort abstrakt. Bogens store fokus p˚a arealer og kon-
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tinuerte funktioner sikrer, at begrebet ikke bliver alt for abstrakt, men samti-
dig vanskeliggøres, eller faktisk umuliggøres dermed reifikationen af begrebet
integrabilitet. Spørgsma˚let er derfor, hvad der især mangler. Det vurderes, at
det omtalte fokus, hvor beskæftigelse med stamfunktioner og integraler gøres
lettere for den studerende, samtidigt præger det samlede begrebsbillede af in-
tegrabilitet i en langt mere operationel end strukturel retning. Gennem inte-
grationskapitlerne kan det derfor forventes, at det operationelle element bliver
den vigtigste bestanddel af den studerendes begrebsbillede. Denne p˚avirkning
er formentlig typisk for gymnasiebøger, hvilket ma˚ske kan understøttes af, at
i bogen Matematik A af Peter Bregendal m.fl. (Systime 2003), er overskriften
p˚a integrationskapitlet “Integralregning”.
3.1.3 Plan- og rumgeometri i gymnasiet
Med henblik p˚a at komplementere vores analyse af emnet integration har
vi set nærmere p˚a kapitlerne om plan- og rumgeometri. Her forsøges ikke
en udtømmende analyse, idet plan- og rumgeometrien fylder i alt 144 si-
der i to bøger [CF02a] og [CF02b]. I stedet vil der her blive fremhævet et
gennemg˚aende træk ved fremstillingen med udgangspunkt i et mindre under-
afsnit - nemlig “Projektion af linje p˚a plan” [CF02b, s.137]. Afsnittet indledes
med:
Lad os se p˚a en ret linje m og en plan α, som skærer hinanden i
et punkt P. Hvis samtlige punkter p˚a linjen projiceres p˚a planen,
opst˚ar linjen m1, som vi kalder projektionen af m p˚a α, se fig. 15.
Hvis planens ligning og m’s parameterfremstilling kendes, ønsker
vi at finde en paramterfremstilling for projektionen m1.
Det ses at der her tages fat i tidligere præsenterede begreber - nemlig linjer
og planer samt parameterfremstilling. Disse begreber ma˚ formodes p˚a nuvæ-
rende tidspunkt at være om ikke reificerede s˚a i det mindste kondenserede.
Herefter følger s˚a:
Hvis ~r er en retningsvektor for m, og ~n er en normalvektor for
planen, projicerer vi ~r p˚a linjen m1 i vektoren~r1, som alts˚a er en
retningsvektor for m1. Det er ~r1, vi ønsker at finde. Projektionen
af ~r p˚a ~n betegnes~r2. Vi har opløsningen ~r = ~r1+~r2 eller ~r1 = ~r−~r2
og finder ~r2 ved projektionsformlen for vektorer:
~r2 =
~r · ~n
|~n|2 ~n
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og dermed er
~r1 = ~r − ~r · ~n|~n|2 ~n
[CF02b, s.137].
Herefter skal læseren bladre videre til næste side, hvor det første der ses er
figur 15, som her ses nedenfor. Under figuren er følger s˚a afslutningen p˚a
gennemgangen med følgende ord:
Dermed har vi fundet en retningsvektor for den pro-
jicerede linje. Desuden kan vi bestemme et punkt p˚a
linjen, nemlig skæringspunktet P mellem m og α. Der-
efter kan parameterfremstillingen for m1 opskrives.
[CF02b, s.137].
Det er værd at knytte to kommentarer til dette - dels vedrørende formen for
bevisførelse og dels anvendelsen af grafik. Det ses, at det ikke er tydeliggjort,
at der er tale om et bevis, hvorfor udledningen kan virke ubetydelig. Det
kan betragtes som et “skjult” bevis (se side 44). Den studerende kan derfor
forledes til at ignorere denne del og derved bliver ræsonnementskompetencen
reelt ikke bragt i anvendelse. I den forbindelse skal det bemærkes, at andre
dele af bogen indenfor plan- og rumgeometrien overhovedet ikke har beviser
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for de sætninger, der præsenteres. Resultatet, der som oftest præsenteres
som en boks, bliver nu det primære og benyttes efterfølgende i eksempler.
I det konkrete tilfælde er eksemplet ikke medtaget; men eksemplet afspejler
p˚a udmærket vis anvendelsen af sætningen. Konsekvensen er primært en
operationel forst˚aelse af sætningen.
M.h.t. anvendelse af grafisk repræsentation ses det, at henvisningen til
figuren er i orden; men figuren optræder først p˚a den efterfølgende side.
Dette er uhensigtsmæssigt, idet den studerende skal bladre frem og tilbage.
Der er s˚aledes tale om et tydeligt eksempel p˚a split attention. Dette kunne i
et vist omfang have været undg˚aet hvis figuren kunne have st˚aet alene med
forklaringer. Men dette synes ikke tilfældet.
Som skrevet er der tale et gennemg˚aende træk for sætningerne i plan- og
rumgeometrikapitlerne. Som illustreret i eksemplet, fremst˚ar disse sætninger
som regneregler. De kan derfor overvejende anses for blot at være et redskab
til at løse opgaver og de problemer, som efterfølgende eksempler beskæfti-
ger sig med. Den studerende kan derfor f˚a en for begrænset opfattelse af
sætningernes betydning og generalitet, og dette forstærkes af, at der til man-
ge af disse sætninger hører “skjulte” beviser. Den studerende stifter rigeligt
bekendtskab med repræsentationsformer (f.eks. vektorpile) og perspektive-
ringer af et begreb gennem eksemplerne og lærer herigennem at forholde sig
til et begreb. Der sker en indreliggørelse og kondensering af begrebet. Men da
sætninger og definitioner udtrykker noget essensielt om begreber, og da sæt-
ningerne oftest blot fremst˚ar som anvendelige metoder til at løse “praktiske”
problemer, vil begreberne ikke kunne hæve sig over disse repræsentationsfor-
mer; de er s˚a at sige bundet til de konkrete eksempler og tildeles ikke generel
anvendelighed. Herved kan begrebet ikke reificeres. Den studerende lærer
herved heller ikke at forst˚a, hvad forma˚let samt betydningen af en sætning
og et bevis er. De “skjulte” beviser, som ogs˚a forefindes i integrationskapit-
let, forhindrer derfor en indsigt i sætningers og bevisers funktion og forma˚l,
samt i hvad bærende ide´er i beviser indebærer. Denne negligering af bevi-
serne medfører, udover at st˚a i vejen for reifikation af konkrete begreber, at
ræsonnementskompetencen negligeres.
3.2 Universitet
Emnet integration i universitetsbogen Kalkulus best˚ar af to kapitler:
• Integrasjon (kap. 8)
• Integrajonsteknikk (kap. 9)
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Kalkulus “kapitel 8” indledes med en kort historisk introduktion til integra-
tion. Herefter kommer der fire afsnit med definition af et integral via oversum-
mer og undersummer, fundamentalsætningen, det ubestemte integral og en
gennemgang af Riemann summer inklusiv Dorbauxs definition af et integral.
Den generelle struktur i hvert delafsnit indleder med en definition, derefter
sætninger og lemmaer og opgaver. Indledningen til kapitel 9 indeholder en
advarsel til den studerende;
Annerledes er det med integrasjon - her finnes det ingen regler
som automatisk leder til ma˚let; man ma˚ ta de reglene man har
og kombinere dem med innsikt, fantasi og nysgjerrighet for a˚ n˚a
frem til svaret [Lin96, s. 383].
Derfor peger forfatteren p˚a, at der er behov for et net af teknikker, huskeregler
og konkret erfaring, hvilket forfatteren i øvrigt definerer som intuition, der
skal læres. Det ses s˚aledes, at den studerende vil blive introduceret til en
række begreber (teknikker), som der via en erfaring skal opn˚as en forst˚aelse
af.
De fleste eksempler i kapitel 9 handler om beregning af integralet af spe-
cifikke funktioner og primære sammensætninger heraf. Det drejer sig om
funktioner, som de trigonometriske, logaritmefunktioner, eksponentialfunk-
tioner og potensfunktioner i sin enkleste form samt kombinationer af disse,
der danner mere eller mindre komplicerede udtryk. Et typisk eksempel p˚a
dette er:
Eksempel Beregn
∫
x2 cos xdx . Vi setter u(x) = x2 og v′(x) =
cosx . Da bliver u′(x) = 2x og v′(x) = sin x. Alts˚a har vi:∫
x2 cosx dx = x2 sinx−
∫
2x sinx dx
Dette løser ikke integralet, men det reducerer i hvert fald ekspo-
nenten fra 2 til 1. Vi fortsetter p˚a samme ma˚te ved a˚ delvis inte-
grere
∫
2x sinx . Denne gang setter vi u(x) = 2x og v′(x) = sin x.
Dermed er u′(x) = 2 , v(x) = − cosx, og∫
2x sinx dx = −2x cosx+
∫
2 cos x dx
= −2x cosx+ 2 sin x+ C
Kombinerer vi dette med formlen ovenfor, f˚ar vi :∫
x2 cos x dx = x2 sinx+ 2 cos x− 2 sin x+ C
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At vi ma˚ delvis integrere mer enn e´n gang for a˚ n˚a frem til svaret
er svært vanlig.
[Lin96, s.385]
3.2.1 Kompetencerne
Det er et gennemg˚aende træk at der til hver definition er en indledning, som
enten forklarer eller illustrerer tanken som ligger bag definitionen. Dog er
der tit definitioner, som er skjult i teksten. Der præsenteres tre definitioner
p˚a integrabilitet, som hver rummer en forholdsvis udtømmende forklarende
tekst, der afklarer hvorfor og hvordan hver af disse definitioner kommer i spil.
Dette er en gennemg˚aende struktur for begge kapitler, hvilket virker stimu-
lerede p˚a tankegangskompetencen, da studenten lærer at kende definitioners
rækkevidde. Specielt er introduktionen til den første definition p˚a integrabi-
litet i kapitel 8 et godt eksempel. Her bliver partitioner defineret som del af
teksten, og hvordan de hænger sammen med summer. Derefter defineres over-
og undersummer. Denne trinvise introduktion af begreber hjælper studenten
til at kunne skelne mellem de definitioner, som bruges i selve definitionen p˚a
integrabilitet. Et eksempel fra teksten:
... H˚abet er at dersom vi lager partisjonen finere og finere, s˚a vil
disse to uttrykkene nærme seg hverandre, og den felles grensever-
dien blir dermed arealet under grafen til f . Legg merke til at der
som f er en negativ funksjon, s˚a vil summene
∑n
i=1Mi (xi − xi−1)
og
∑n
i=1mi (xi − xi−1) ha en lignede geometrisk tolkning, men
denne gangen vil arealene være gitt med negativt fortegn.
For a˚ definiere integralet, formaliserer vi først definisjonene oven
for. Dersom f er en begrænset funksjon og Π = {x0, x1, x2, ..., xn}
er en partisjon av intervallet [a, b], kaller vi
Ø (Π) =
n∑
i=1
Mi (xi − xi−1)
den øvre trappesummen til Π , og
N (Π) =
n∑
i=1
mi (xi − xi−1)
den nedre trappesummen til Π. Vi definerer s˚a øvreintegralet∫ b
a
f (x) dx til at være den nedre skranken til de øvre trappe-
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summene, det vil si:∫ b
a
f (x) dx = inf {Ø(Π) : Π er en partisjon av [a, b]}
og nedreintegralet
∫ b
a
f (x) dx til a˚ være den øvre skranken til de
nedre trappesummene det vil si∫ b
a
f (x) dx = sup {N (Π) : Π er en partisjon av [a, b]}
Øvreintegralet er alts˚a infimum av de verdiene vi kan n˚a frem til
ved a˚ tilnærme fra oversiden, mens nedreintegralet er supremum
av de verdiene vi kan f˚a ved a˚ tilnærme fra nedsiden. Det er klart
at nedreintegralet aldri kan være større enn øvreintegralet(se
opgave 14), og h˚apet er at de to skal være like slik at vi kan de-
finere integralet til a˚ være fellesverdien av nedre- og øvreintegralet
8.2.1 Definisjon: Dersom
∫ b
a
f (x) dx =
∫ b
a
f (x) dx sier vi at f
er integrerbar p˚a [a, b] og definerer integralet
∫ b
a
f (x) dx ved∫ b
a
f (x) dx =
∫ b
a
f (x) dx =
∫ b
a
f (x) dx
[Lin96, s.324].
Med denne tilgang til definitionen af integraler, er der flere af delelementer-
ne af tankegangskompetencen i spil. S˚aledes stimuleres den del, der hand-
ler om at “kunne udfører samt forst˚a hvad der ligger i generaliseringer af
matematiske resultater” og “... at kunne skelne mellem forskellige slags ma-
tematiske udsagn og p˚astande..” (se side 14), hvor det vises at integraler
kan udtrykkes med summer og at intervaller kan deles op i partitioner. P˚a
samme ma˚de bliver Riemann- og Darboux integraler introduceret, hvorved
tankegangskompetencen stimuleres, inden at selve definitionerne kommer.
Præsentationsformen af definitioner er anderledes for uegentlige integraler
i kapitel 9, hvor tankegangskompetence bliver stimuleret ved at vise eksemp-
ler af den regnetekniske art:
9.5.2 eksempel: Avgjør om
∫∞
0
e−xdx konvergerer, og finn even-
tuelt verdien. Vi ma˚ beregne limb→∞
∫∞
0
e−xdx:∫ b
0
e−xdx =
[−e−x]b
0
= −e−b + 1
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Som g˚ar mot 1 n˚ar b→∞. Alts˚a konvergerer integralet og∫ ∞
0
e−xdx = 1
[Lin96, s.421].
Der forekommer ofte definitioner i den løbende tekst uden at disse optræder
med fx nummer eller er fremhævet p˚a anden vis. Dette ses i ovenst˚aende
eksempel, hvor det øvre- og nedre integral er defineret lige før definitionen af
integrabilitet(se side 56). Integrabilitetsdefinitionen har f˚aet et nummer og
fremhæves i forhold til teksten. Dette kan gøre det vanskeligere “... at kunne
skelne mellem forskellige slags matematiske udsagn og p˚astande..” (se side
14), som er en del af tankegangskompetencen. Dette kan virke degressivt p˚a
stimuleringen af kompetenen, da definitioner s˚a kan virke trivielle i forhold
til den formelle definition. Disse “skjulte” definitioner er næsten en analog
til skjulte beviser i gymnasiebogen. Dette er ikke karakteristisk for Kalkulus.
Der findes faktisk kun et enkelt skjult bevis i begyndelsen af kapitel 9.
De algebraiske formler i bogen er hyppigt fulgt af forklaringer p˚a, det
KOM-rapporten kalder, naturligt sprog. Ikke i den forstand, at hver for-
mel ogs˚a er beskrevet i naturligt sprog, men at de to sprog blandes mellem
hinanden i teksten - det være sig gennem forklarende tekststykker, beviser,
sætninger m.m.. Dette kan stimulere evnen til at afkode symbol- og formel-
sprog, samt oversætte mellem symbolsprog og naturligt sprog, som er en del
af symbol- og formalismekompetencen. Et andet punkt at bemærke i denne
kompetence, findes i afsnit 9.2 om integration ved substitution. Bogen giver
et eksempel p˚a hvorn˚ar det umiddelbart kan være svært at bruge formlen
for substitution, og giver da et eksempel p˚a hvor differentialkvotienten split-
tes op som var den en brøk. Netop det sidste punkt fremhæver bogen ogs˚a
som værende forkert, men godtgører da efterfølgende i en sætning, som ogs˚a
bevises, at resultatet altid vil være rigtigt alligevel. Bogen skriver derp˚a:
Det finnes mange slike regneprosedyrer i matematikken, og mate-
matikerne kalder dem gjerne formelle regninger siden de fungerer
p˚a formelniv˚a uten a˚ ha noen dypere mening.
[Lin96, s s.392]
Som det efterfølgende vil blive vist, er omfanget af symbolbrug ganske omfat-
tende, hvor der som nævnt ofte er knyttet et naturligt sprog. Integral i denne
bog, er symboliseret med tegnet
∫
og n˚ar det er knyttet til en funktion bli-
ver det kaldt ubestemt integral med symbolet
∫
f(x)dx. Symbolet kan være
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tilknyttet alle funktioner uden forudsætning. I den formelle definition af det
bestemte integral [Lin96, s.324], som er grænsen hvor oversum og undersum
mødes, benyttes symbolerne Ø(Π) og N(Π) for hhv. oversum og undersum,
hvor Π repræsenterer en partition af et interval. Summerne bliver algebraisk
defineret som:
On =
N∑
i
Mi(xi − xi−1) og Un =
N∑
i
mi(xi − xi−1)
[Lin96, s.323]
Her er Mi og mi hhv. supremum og infimum af funktionen over partitionens
delintervaller. Andre symboler der benyttes er:
∫ b
a
f (x) dx st˚ar for underin-
tegral og
∫ b
a
f (x) dx st˚ar for overintegral. De to har en sammenhæng med
summerne som er:
∫ b
a
f (x) dx = sup {Un} og
∫ b
a
f (x) dx = inf {On}. Hvis f
er defineret p˚a en lukket interval og f er begrænset, siger man f er integrabel
hvis og kun
∫ b
a
f (x) dx er lige med
∫ b
a
f (x) dx.
Ræsonnementskompetencen indeholder en delkompetence, der handler
om “at vide og forst˚a hvad et matematisk bevis er, samt kunne afgøre hvorn˚ar
et ræsonnement udgør et bevis” (se side 15). Da de fleste beviser er tydeligt
markeret, fanges læserens opmærksomhed. Det giver læseren lejlighed til at
følge ræsonnementet og dermed ogs˚a mulighed for en øget forst˚aelse for, hvad
et matematisk bevis er. Som eksempel (i form af et korollar) med tilhørende
bevis ses følgende:
8.2.4 Korollar Hvis f : [a, b]→ R er en monoton funksjon, s˚a er∫ b
a
f (x) dx = lim
n→∞
n∑
i=1
f (xi−1)∆x = lim
n→∞
n∑
i=1
f (xi)∆x
der a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b er en inndeling av
intervallet [a, b] i n like store deler, og δx = b−a
n
.
Bevis: Anta af f er voksende. Dersom Π er en partisjon i
korollaret, vet vi at:
N (Π) ≤
∫ b
a
f (x) dx ≤ Ø(Π)
Ifølge beviset for setningen ovenfor nærmer N(Π) og N(Π) seg
hverandre n˚ar n→∞, og de ma˚ derfor begge nærme seg
Side 59 af 123
3 Analyse 3.2. Universitet
∫ b
a
f(x)dx som grenseverdi. Alts˚a er∫ b
a
f (x) dx = lim
n→∞
N (Π) = lim
n→∞
n∑
i=1
f (xi−1)∆x
og ∫ b
a
f (x) dx = lim
n→∞
Ø(Π) = lim
n→∞
n∑
i=1
f (xi)∆x
Beviset for avtagende funksjoner er tilsvarende.
[Lin96, s.327]
Da alle de ræsonnerende betragtninger ofte kommenteres i naturligt sprog,
og “trivielle” beregninger blot udføres over f.eks. lighedstegn, øger det mulig-
heden for stimulering af evnen til at skelne mellem betragtninger og teknisk
arbejde i beviser.
De fleste eksempler i kapitel 9 drejer sig om at vise, hvordan sætnin-
gerne og definitionerne, som ofte har teknisk karakter (jvf. kapitlets titel:
“integrasjonsteknikk”), kan benyttes. I den forbindelse stimuleres evnen til
at kende de matematiske begrebers rækkevidde. Med eksemplerne oparbejdes
et omr˚ade “indefra”, der viser, hvor begrebet kan benyttes.Følgende sætning
i kapitel 9 har denne karakter, og bidrager til stimulering af tankegangskom-
petencen:
Det siste eksempel viser at integralet
∫∞
a
f(x)dx godt kan diver-
gere selv om f(x) → 0 n˚ar x → ∞. Konvergens er snarere et
spørgsma˚l om hvor fort f(x) g˚ar mod null - slik følgende setning
illustrerer.
Setning Integralet ∫ ∞
1
dx
xp
konvergerer for p > 1 og divergerer for p ≤ 1.
[Lin96, s.423]
Der fremhæves p˚a denne ma˚de egenskaber for en bestemt type af funktioner.
Eksempler med specifikke funktioners integral understøtter kendskabet til
nødvendige og tilstrækkelige betingelser for et objekts egenskab. Dette ses
som en stimulering af tankegangskompetencen.
Et generelt træk for begge kapitler er at eksemplerne ikke viser, hvorn˚ar
definitioner eller sætninger ikke gælder. Den ydre grænse for et givet begreb
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bliver ikke udforsket. Og begrebets rækkevidde vil derfor ikke blive nøjere
afgrænset; der oparbejdes ikke en “ydre grænse” for omr˚adet, hvor begrebet
kan benyttes. Dette betyder, at den studerende ikke stimuleres i at forst˚a
begrebets fulde rækkevidde vha. eksemplerne. Dette kan illustreres ved:
8.3.5 Eksempel: Beregn
∫ 3
2
x4dx. Siden den deriverte til x5/5
er x4, forteller korollaret oss at∫ 3
2
x4dx =
[
x5
5
]3
2
=
35
5
− 2
5
5
=
243− 32
5
=
211
5
[Lin96, s, 423]
Et eksempel p˚a hvor ræsonnementskompetencen bringes i spil kan findes i
eksemplet der viser at funktionen f : [a, b]→ R ikke er integrabel, n˚ar:
f (x) =
{
1
0
n˚ar x er rasjonal
n˚ar x er irrasjonal
Grunnen er at siden b˚ade de rasjonale og de irrasjonale tallene
ligger tett p˚a tallinjen (husk setning 2.2.7), s˚a vil ethvert intervall
inneholde b˚ade rasjonale og irrasjonale tall. Dette betyr afMi = 1
og mi = 0 uansett hvor lite intervallet [xi−1, xi] er , og følgelig er
Ø (Π) =
n∑
i=1
Mi (xi − xi−1) =
n∑
i=1
1 · (xi − xi−1) = 1
og
N (Π) =
n∑
i=1
mi (xi − xi−1) =
n∑
i=1
0 · (xi − xi−1) = 0
for alle partisjoner Π. Alts˚a er
∫ 1
0
f (x) dx = 1 og
∫ 1
0
f (x) dx = 0
[Lin96, s.325]
Læseren f˚ar, ligesom n˚ar beviserne gennemg˚as, stimuleret evnen til at følge
et matematisk ræsonnement.
Eksemplerne og de første opgaver i hvert afsnit er af s˚adan en karakter,
at de ikke stiller højere krav til opgaveløsning end at benytte de præsente-
rede definitioner og sætninger. Derfor kan disse eksempler og opgaver, ved
antagelse om at de læste definitioner og sætninger er forst˚aet, ikke bidrage til
nævneværdig stimulering af problembehandlingskompetencen. Eksempelvist:
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Opgave 8.3.5.a) Finn den deriverte til funksjonen:∫ √pi
−√pi
x cos
(
x2
)
dx
[Lin96, s.339]
og
Opgave 8.2.4 Finn den øvre og nedre trappesummen be-
stemt av funksjonen f(x) = x3 og partisjonen Π =
{−1,−3/4,−1/2,−1/4, 0, 1/4, 1/2, 3/4, 1}
[Lin96, s.328]
Opgaven ligger tæt op af bogens eksempler, hvorfra strategien kan kopieres.
Da eksemplerne i øvrigt viser hovedvejen, ma˚ opgaver af denne type antages
at være af rutinepræget karakter.
Efterfølgende er der dog en stigende sværhedsgrad i opgaverne, som bringe
flere elementer af problembehandlingskompetencen i anvendelse. Det kræver
dog, at vedkommende faktisk n˚ar tilstrækkeligt langt hen i opgaverækken,
hvor fx den produktive side af problembehandlingskompetencen kommer i
spil. Betragtes karakteren, af de til uddannelsen hørende eksamensopgaver
(se afsnit 3.3), ses opgaver der i sværhedsgrad, mindst er p˚a niveau med de
sidste opgaver i de enkelte afsnit i bogen.
I afsnit 8.2 ses opgave 13, hvor flere af problembehandlingskompetencen
bringes i anvendelse:
Opgave 8.2.13 La b > a > 0 og la k være et positivt tall. Gitt
en n ∈ N, la Πn = {x0, x1, . . . , xn} være partisjonen av [a, b] gitt
ved
x0 = a, x1 = at, x2 = at
2, . . . , xn = at
n = b
der t = (b/a)1−n. La f(x) = xk.
a) Vis at den nedre trappesummen kan uttrykkes som
N(Πn) = a
k+1(t− 1)t
(k+1)n − 1
tk+1 − 1
og beregn limn→∞ N(Πn).
b) Gjør tilsvarende regninger for den øvre trappesummene.
c) Beregn integralet
∫ b
a
f(x)dx.
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[Lin96, s.330]
Denne opgave giver den studerende lejlighed til at detektere problemet b˚ade i
delspørgsma˚l a) og c). I a) skal den studerende ogs˚a selv præcisere problemet.
I delspørgsma˚l b) skal den studerende selv formulere problemet. Det ses heraf
at flere af delkompetencerne stimuleres. I øvrigt ma˚ det siges, at der i opgaven
optræde ræsonnerende arbejde i delopgave a), idet der reelt er tale om et
bevis.
Vores gennemgang af opgaverne har vist, at de ofte har en karakter af at
være generaliseringer af matematiske resultater. Tag f.eks.:
Opgave 8.3.6.a) Anta at f er kontinuerlig og at g er deriverbar.
Vis at den deriverte til
G (x) =
∫ g(x)
a
f (t) dt , a ∈ R
er G′(x) = f(g(x))g′(x)
[Lin96, s.340].
Her stimuleres evnen til at udføre generaliseringer af matematiske resultater,
og i de efterfølgende delopgaver (8.3.6.b)i+ii+iii) stimuleres evnen til ogs˚a at
forst˚a denne generalisering, da opgaverne kan løses ved at benytte den netop
viste sætning:
Opgave 8.3.6.b) Beregn de deriverte til funksjonerne:
(i)
∫ sinx
0
te−t dt
(ii)
∫ √x
0
e−t
2
dt
(iii)
∫ 0
sinx
dt√
1−t2 , |x| < pi2
[Lin96, s. 340]
Det er dog ikke nok at kunne bruge den viste sætning i 8.3.6.a), det skal ogs˚a
forst˚as, at den kræver, at visse betingelser er opfyldt, hvilket er et element af
tankegangskompetencen. De opgaver, som henvender sig imod generaliserin-
ger af matematiske resultater, findes primært sidst i hvert kapitel. Endelig
bemærkes det, at opgaverne er af typen “indre” problemstillinger i matema-
tikken; der er derfor ingen reference til situationer udenfor matematikken.
Side 63 af 123
3 Analyse 3.2. Universitet
Delkonklusion - Kalkulus
I universitetsbogen er der tre kompetencer der træder frem: Tankegangs-
og ræsonnementskompetence samt problemløsningskompetencen i relation
til opgaver. Tankegangskompetencen bliver stimuleret kraftigt b˚ade inden-
for de rammer forfatteren opbygger om begrebet, men ogs˚a i begrebet som
helhed. Dette vil sige, at delkompetencen, der handler om generalisering af
matematiske resultater og begrebers rækkevidde, stimuleres kraftigt i defini-
tionernes detaljegrad, der inkluderer argumenter og p˚astande der leder op til
den formelle definition.
Delkompetencen der handler om; “...at kunne skelne mellem forskellige
slags matematiske udsagn og p˚astande, f.eks. definitioner, sætninger, og for-
modninger baseret p˚a intuition eller erfaring.” (se side 14) kan understimule-
res i forbindelse med den ma˚de forfatterne vælger at præsenterer definitioner-
ne p˚a. Det generelle træk ved eksemplerne er, at de ikke viser definitionernes
og sætningernes rækkevidde, derfor stimuleres ikke tankegangskompetencen
via eksemplerne ved at vise den “ydre grænse” for definitioner og sætninger.
Ræsonnementskompetencen stimuleres primært i bevisernes detaljerig-
hed. Men ogs˚a fremtoningen af hvad der et bevis, og hvad der ikke, er med
til stimulere det at kunne; “At vide og forst˚a hvad et matematisk bevis er
og afdække bærende ideer i et bevis...”(se side 15). Dog er der enkelte und-
tagelser.
Der ses en progression i opgavernes sværhedsgrad indenfor hvert afsnit.
Problembehandlingskompetencen stimuleres i stort omfang i de sidste opga-
ver i hvert kapitel. Disse opgaver har en karakter, hvor besvarelserne skal
findes som et resultat af: “... ikke-rutineprægede handlinger.” (se side 15).
3.2.2 Begrebsdannelse
Med udgangspunkt i de beskrevne teorier analyseres de to kapitler “Inte-
grasjon” og “Integrasjonsteknikk” i bogen “Kalkulus”. For at underbyg-
ge analysen er kapitlerne søgt kvantificeret efter, hvor mange nye begre-
ber/definitioner, beviser, eksempler, referencer til tidligere begreber, opgaver,
figurer og sider, der optræder i hvert enkelt delafsnit. Antallet af referencer til
tidligere begreber giver et billede af, hvilke begreber, der ma˚ formodes væren-
de enten reificeret eller undervejs i Sfards begrebsdannelsesproces. Antallet af
eksempler og opgaver fortæller i hvilket omfang, den studerende har lejlighed
til at f˚a udvidet eller tilpasset sit begrebsbillede til begrebsdefinitionen. I det
efterfølgende vil der blive henvist til disse tabeller; men det bemærkes umid-
delbart, at de to kapitler er væsentligt forskellige. Kapitel 8 har et relativt
større antal begreber, beviser og figurer end kapitel 9. Samtidigt har kapitel
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Tabel 3.1: af Kapittel 8 “Integrasjon”
Tabel 3.2: af Kapittel 9 “Integrasjonsteknikk”
9 relativt flest eksempler og opgaver. Hvert delafsnit indledes oftest med en
eller flere referencer til foreg˚aende afsnit – specielt i kapitel 8. Se tabel 3.1
og 3.2. Dette tydeliggør, at der er tale om en sammenhængende læringspro-
ces, hvor den studerendes læring kan ses som en proces, hvor vedkommende
skal igennem flere delbegreber for at f˚a en samlet begrebsdefinition af inte-
gration. Dette understøtter Sfards procestankegang med de tre delprocesser:
indreliggørelse, kondensering og reification. Se afsnit 2.2.2. Kapitel 8 afsnit
8.1 tager udgangspunkt i, hvorledes der i den græske oldtid arbejdedes med
beregning af arealet under et simpelt andengrads polynomium og senere vo-
lumen af en kegle. Hertil suppleres med figurer og anvendelse af begreber,
som forventeligt er reificeret hos den studerende. Der er tale om begreber
som arealberegning af rektangler, summation, uligheder og grænseværdier.
Man kan ogs˚a sige, at den studerende p˚a denne ma˚de møder nogle begreber,
hvor der er god overensstemmelse mellem vedkommendes begrebsbilleder og
begrebsdefinitionerne, hvilket giver et godt grundlag for at arbejde videre.
Dette første afsnit i kapitel 8 er dog ikke pensum p˚a KU; men da der introdu-
ceres under- og oversummer, ma˚ det formodes, at dette forudsættes bekendt
hos de studerende. Der er flere eksempler p˚a begreber, som forudsættes be-
kendt. Fx er beviset p˚a side 317-318 baseret p˚a brug af klemmelemmaet. Der
henvises dog ikke specifikt til tidligere brug heraf. Efterfølgende sker hen-
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visning til tidligere brug af differensligninger til beregning af summer med
en tydelig reference: “... ved hjelp av differensligninger viste vi i eksempel
4.2.8. at...”[Lin96, s.318] som giver den studerende mulighed for at vide,
hvilke emner der skal være næsten reificeret. S˚afremt der eventuelt er uove-
rensstemmelse mellem den studerendes begrebsbillede og begrebsdefinition
giver det samtidigt mulighed for at opleve en forstyrrelse af begrebsbilledet.
Den studerende ma˚ s˚a ved egen handling søge at tilpasse sit begrebsbillede,
s˚afremt denne del af teksten skal kunne forst˚as.
I afsnit 8.2 tages et bevidst valg, som reducerer kompleksiteten, s˚aledes
indledes afsnittet med:
For a˚ motivere definisjonerne skal vi ofte tenke oss at f er en
positiv funksjon og at det vi ønsker, er a˚ beregne arealet under
grafen til f mellom punkterne a og b . Definisjonerne og resulta-
terne vi kommer frem til, vil imidlertid fungere like godt dersom
f har negative verdier
[Lin96, s.322].
Det betyder, at begrebsbilledet, der bliver dannet, med sikkerhed vil skulle
tilpasses p˚a et senere tidspunkt. Men da det alligevel ma˚ formodes, at en til-
pasning skal finde sted kan det være et godt valg. Hvilket i øvrigt bekræftes
af, at det er relativt simpelt efterfølgende at vise, at sætningerne ogs˚a kan
gælde for negative funktionsværdier. S˚afremt den studerende har et begrebs-
billede af integration, hvor arealer sættes lig integration og/eller kun gælder
for kontinuerte funktioner, vil dette blive forstyrret af opgaverne til afsnit
8.2. Her forudsættes, at et integral ikke alene opfattes som arealet under en
kurve, samt at der kan bestemmes et integral af en ikke-kontinuert funktion.
Fx opgav 11, hvor det ses, at der er tale om en ikke-kontinuert funktion.
Opgave 11. Funksjonen f : [0; 1]→ R er definert ved:
f(x) =
{
0
1/q
hvis x er irrasjonal
hvis x = p/q der p, q ∈ N ikke har felles faktorer.
Vis at f er integrerbar og beregn
∫ 1
0
f(x)dx].
[Lin96, s.329].
I afsnit 8.3 gennemg˚as analysens fundamentalsætning. Der gøres her tydeligt
opmærksom p˚a, at der nu er et andet fokus end at arbejde med arealer og
summer:
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Istedenfor a˚ løse integrasjonsopgaver gjennom kompliserte og
arbeidskrevende summasjoner slik vi har gjort i de foreg˚aende
avsnittene, kan vi komme frem til svaret rett og slett ved a˚ finde
en antiderivert til den funksjoen vi ønsker a˚ integrere...
[Lin96, s.331]
Der er valgt en gradvis introduktion af fundamentalsætningen med flere del-
begreber. I alt introduceres ti begreber; men da der ogs˚a anvendes fire figurer,
som er en del af den ydre kognitive belastning, til at understøtte nogle af disse
begreber opn˚as en reducering i den samlede kognitive belastning, s˚afremt de
ti begreber ikke via den indre belastning optager hele korttidshukommelsen.
P˚a figur 3.4 er gengivet bogens figur 8.3.1. Det ses, at der fortsat arbejdes med
Figur 3.4: Genskabt fra [Lin96, s.331]
en kontinuert funktion og arealer som dominerende element i forklaringen.
Efter en gennemførelse af de fornødne ræsonnementer n˚as, at A′(x) = f(x).
Der kan s˚aledes være tale om en potentiel kognitiv konfliktfaktor hos den
studerende med et begrebsbillede, hvor integraler er noget med kontinuerte
funktioner og arealer. Det bemærkes i øvrigt, at der med angivelser af pile og
symboler i figuren er søgt at gøre figuren mere selvforklarende. Dette betyder,
at man reducerer risikoen for split attention, hvilket betyder, at forst˚aelsen
af figuren i stort omfang kan opn˚as alene ved at betragte figuren, jf. teorien
om kognitiv belastning.
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Herefter skifter bogen næsten gear og bevæger sig over i en mere formel
bevisførelse med summer, hvor forfatteren indleder med en afstandstagen
til den hidtidige form ved at skrive: “V˚ar oppgave er a˚ finslipe dette litt
grovkornete argument til det bliver en presis matematisk utledning” [Lin96,
s.332], og giver efterfølgende en forklaring p˚a, hvorfor ræsonnementet ikke er
godt nok. Det vil sige, at den studerende, som har dannet et begrebsbillede,
hvor integraler er noget med kontinuerte funktioner og arealer, vil opleve en
kognitiv konflikt. Alt afhængigt af, hvorledes forklaringen p˚a overgangen for-
muleres, vil denne forstyrrelse, der her sker, kunne virke hensigtsmæssigt eller
blokerende for videre læring. Under alle omstændigheder er det et nødvendigt
skridt for at komme nærmere p˚a den formelle begrebsdefinition. Forfatteren
gør den studerende opmærksom p˚a de to vigtige begreber over- og undersum-
mer, som allerede er præsenteret tidligere. Det ma˚ dog forventes, at de to
begreber kun er p˚a et “let kondenseret” niveau, idet anvendelsen har været
begrænset til det indledende afsnit. Da et begreb ikke kan reificeres uden en
operationel brug af begrebet, er dette en naturlig udvikling. Afsnit 8.4 er
et mindre afsnit p˚a tre sider, hvor det ubestemte integral introduceres med
tilhørende regneregler for integraler. Det fremg˚ar, at:
Nesten alt vi skal si er repetisjon fra skolematematikken, og be-
hersker du integrasjon godt fra før av, kan du sikkert nøye deg
med en rask gjennomlesning av denne seksjonen
[Lin96, s.342].
P˚a denne ma˚de er der givet en læsevejledning samtidigt med, at det giver
den studerende mulighed for at f˚a b˚ade en operationel og strukturel forst˚aelse
af integration, hvorved det ubestemte integral og de tilhørende regneregler
bliver reificeret.
Afsnit 8.5 indeholder en gennemgang af Riemann summer samt Dorbauxs
defintion af et integral. Udfordringen i afsnittet ligger bl.a. i, at afsnittet
indeholder 13 definitioner p˚a syv sider. Hertil knyttes fire figurer. Dette er
omfattende i forhold til tidligere afsnit og vil være en kognitiv belastning, som
konstant er høj, idet der for hver definition er tilknyttet mange elementer. I
nedenst˚aende eksempel ses, at der er mindst syv elementer i spil p˚a en gang:
Med maskevidden |Π| til en partisjon Π = {x0, x1, x2, . . . , xn}
skal vi mene lengden til det lengste av delintervallerne [xi−1, xi];
alts˚a
|Π| = max {xi − xi−1 : 1 ≤ i ≤ n}
[Lin96, s.346].
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Elementerne er: “maskevidden”, ||, Π, “partisjon”, {x0, x1, x2, . . . , xn}], osv.
I alt er der 10-11 elementer, som skal bringes i spil i korttidshukommelsen.
“Maskevidden” og || er de nye elementer – de andre vil skulle hentes fra
langtidshukommelsen, hvor disse kan have tilknyttet et mere eller mindre
rigtigt begrebsbillede. Den indre kognitive belastning vurderes s˚aledes over-
skredet, hvorfor denne definition formentlig vil blive oplevet som vanskelig for
den studerende. Da hele afsnittet indeholder mange tilsvarende definitioner
med tilsvarende belastning, vurderes hele afsnittet som værende vanskeligt
for den studerende. Det antages, at afsnittet behandles over en almindelig
tre timers lektion. Afsnittet bygger primært p˚a Riemannsummer men giver
ogs˚a en sammenligning med Darboux’s definition. Denne sammenligning er
i bogen angivet som et omr˚ade, der kan springes over, idet der ikke bygges
videre p˚a Darboux. Det er uklart, om det er pensum p˚a KU. Det bemærkes
her, at ma˚den der arbejdes med Riemannsummer p˚a ikke indeholder over-
og undersummer; men er en mere simpel form. Fordelen ved at fokusere p˚a
Darboux ville have været, at hans ide bygger videre p˚a øvre og nedre trap-
pesummer (p˚a dansk over- og undersummer) fra afsnit 8.2. Men her vælges
at lægge fokus p˚a Riemann – formentlig fordi som det skrives: “... Riemanns
definition er mere fleksibel og lettere a˚ anvende i mange problemer av teore-
tisk og praktisk art” [Lin96, s.345], men formentlig ogs˚a fordi denne form er
simplere end Darboux’s.
Forfatteren har fravalgt sin hidtidige praksis med en sammenhængende
læringsproces, hvor der bygges direkte videre p˚a det foreg˚aende afsnit. Ri-
sikoen er, at der opst˚ar i begrebsdannelsesprocessen. Men der kompenseres
s˚a for dette ved at tilføje sammenligningen. Men pga. af denne fremstillings-
form med mange definitioner med tilhørende elementer vil den studerende
formentlig kun n˚a at op p˚a et indreliggjort niveau og vil formentlig kun have
et svagt begrebsbillede af b˚ade Riemann og Darboux’s metoder. Man kun-
ne s˚a forvente, at forfatteren vil kompensere for dette ved mange opgaver,
men dette er ikke tilfældet. Det er s˚aledes det afsnit med færrest opgaver
- nemlig syv mod et gennemsnit p˚a 35 i de tre foreg˚aende afsnit. S˚afremt
afsnittet bliver taget over to gange vil det formodentligt være muligt at lette
de studerende gennem læringsprocessen med dette afsnit, idet der s˚a ville
være lejlighed til at gense definitionerne og ma˚ske p˚a denne ma˚de f˚a igang-
sat kondenseringsprocessen. Kapitel 9 er rettet mod metoderne i forbindelse
med at finde stamfunktioner. Der bygges her p˚a forh˚abentligt reificerede be-
greber: partiel integration og integration ved substitution. Via de relativt
mange eksempler – 37 i alt – udvikles begrebsbilledet og samtidigt gives der
en operationel forst˚aelse med de tilhørende opgaver (se tabel 3.2). Opgaverne
indeholder et par eksempler, hvor den studerende skal udlede en givet formel
for et integral og s˚a efterfølgende bruge denne sætning. Umiddelbart synes
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de to afsnit 9.1 og 9.2 ikke at have en karakter, der gør, at de studerendes
begrebsbilleder vil blive forstyrret og er s˚aledes primært operationelle. Afsnit
9.3 handler om at finde stamfunktioner til polynomiumsbrøker og teknikken
med brøkopsplitning. Opsplitning af brøker er ikke pensum i gymnasiet, men
ma˚den som det introduceres i afsnit 9.3 er baseret p˚a polynomier og po-
lynomiers division, som er pensum. Dvs. at der her tages udgangspunkt i
begreber, som kan forventes reificeret hos de studerende. Metoden introdu-
ceres primært strukturelt. Dette sker i en delvis grafisk form og omhandler
derefter en lang række operationelle eksempler. Der tages udgangspunkt i et
generelt polynomium opskrevet med multipliceteter:
Q(x) = cn(x−r1)n1 . . . (x−rp)np . . . (x2+a1x+b1)m1 . . . (x2+aqx+bq)mq
[Lin96, s.399].
Uanset at udtrykket er kompliceret i form af de mange indices, kan det for-
ventes at formen er p˚a et reificeret niveau for den studerende. Denne form
benyttes nu i forbindelse med en polynomiumsbrøk P (x)/Q(x), som igen
er et forventeligt reificeret begreb. Ideen præsenteres s˚a delvist grafisk p˚a
følgende ma˚de:
P (x)
Q(x)
= . . .+ . . .+ . . .︸ ︷︷ ︸
leddbestemtav
(x−r1)n1
+ . . .+ . . .+ . . .︸ ︷︷ ︸
leddbestemtav
(x−r2)n2
+ . . .+ . . .+ . . .+ . . .︸ ︷︷ ︸
leddbestemtav
(x−rp)np
+ . . .+ . . .+ . . .︸ ︷︷ ︸
leddbestemtav
(x2+a1x+b1)m1
+ . . . . . .+ . . .+ . . .︸ ︷︷ ︸
leddbestemtav
(x2+aqx+bq)
mq
[Lin96, s.399].
P˚a tilsvarende vis, som i figur 8.3.1 i Kalkulus (figur 3.4) ses det, at der
her igen er forsøgt at undg˚a split attention, idet der er indarbejdet tekst i
figuren. Imidlertid er det nødvendigt, at den studerende har fat i, hvor de
forskellige faktorer kommer fra – dvs. udtrykket for polynomiet for Q(x),
som ses i kassen ovenfor. Derfor vurderes det, at der vil opst˚a split attention,
hvilket kan indebære manglende læring, jf. teorien om kognitiv belastning.
Efter den primært strukturelle introduktion, arbejdes der videre med henblik
p˚a at opn˚a en mere operationel forst˚aelse. Dette sker i form af et eksempel,
hvor der efter lidt manipulation n˚as følgende udtryk:
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3x2−x+1
(x−1)(x+2)3(x2+2x+5)2
= C
x−1 +
D1
(x+2)2
+ D3
(x+2)3
+ A1x+B1
x2+2x+5
+ A2x+B2
(x2+2x+5)2
[Lin96, s.399]
Om dette udtryk skrives:
Hva er s˚a vitsen med dette? Vitsen er at s˚a lenge vi hol-
der oss til reglene ovenfor, s˚a kan vi altid finne konstanter
C, D1, D2, D3, A1, B1, A2ogB2 slik likheten i (1) gjelder for alle
x (bortsett fra dem som gjør nevnerne lik nul, selvfølgelig). Vi f˚ar
alts˚a skrevet den kompliserte brøken p˚a venstre side som en sum
av enklere brøker
[Lin96, s.400].
Vi ved ikke præcist, hvad ideen med denne kommentar er, men det kan være,
at forfatteren allerede p˚a forh˚and har en forventning om, at den studeren-
de ikke har f˚aet dannet sig en klar forst˚aelse af det relativt komplicerede
udtryk, dvs. at den studerende hverken har f˚aet en strukturel eller opera-
tionel forst˚aelse. Dette kan efter vores mening synes rigtigt p˚a nuværende
tidspunkt i afsnittet. Men der følger s˚a en forklaring efterfulgt af følgende
udsagn: “For a˚ slippe alt for mye regning, skal vi illustrere metoden p˚a et enk-
lere eksempel”[Lin96, s.400]. Dette kan virker paradoksalt: Der introduceres
en teknik og efterfølgende et eksempel, som er for besværligt at gennemregne.
Dette vil for nogle studerende opleves som demotiverende, og det vurderes,
at den studerendes operationelle forst˚aelse kan blive p˚avirket heraf. Der kan
opst˚a en tvivl om teknikkens levedygtighed og dermed hele begrebsdannelsen.
Efterfølgende vises det med et mere simpelt eksempel, hvordan man
ved støtte fra den lineære algebra kan opstille og løse et ligningssystem,
hvor man kan bestemme koefficienterne, som i det første eksempel var
C, D1, D2, D3, A1, B1, A2ogB2 . Igen trækkes p˚a begreber og en metode,
som ma˚ forudsættes kendt. Dog gives der lidt hjælp. I forbindelse med
løsningen af et ligningssystem oplyses det: “(Der at et ledd ‘mangler’, er
det sammes som at koeffisienten er null.)”[Lin96, s.400]. Brugen af den line-
ære algebra i denne sammenhæng gør, at den studerende f˚ar mulighed for at
f˚a b˚ade en operationel og strukturel forst˚aelse heraf og efterfølgende reificere
dele af lineær algebra. Herefter vises det, hvordan man finder stamfunktioner
til de opsplittede brøker og endelig afsluttes med en opskrift best˚aende af fem
punkter til at finde stamfunktioner til rationale polynomiumsbrøker.
Indføringen i teknikken med brøkopdeling og det at finde stamfunktioner
til polynomiumsbrøker er karakteriseret ved, at der i fasen for indreliggørelse
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Figur 3.5: Genskabt fra [Lin96, s.422]
er fokus p˚a det strukturelle og i kondenseringsfasen er fokus p˚a den opera-
tionelle forst˚aelse. Fordi der er tale om en teknik, er der naturligt nok lagt
meget vægt p˚a den operationelle forst˚aelse i dette afsnit.
I afsnit 9.5 om uegentlige integraler bliver der skubbet til den studerendes
begrebsbillede. Her vises det, hvordan man h˚andterer integraler, n˚ar funktio-
nen eller integrations-intervallet er ubegrænset. Afsnittet er mere teoretisk
end de foreg˚aende afsnit i kapitel 9 med bl.a. fire beviser, men indeholder dog
ogs˚a en række eksempler p˚a hvordan man kan beregne et uegentligt integral.
Fx. introduceres konvergensbegrebet i forbindelse med et integral, der har en
grænseværdi. Efterfølgende bliver begrebet s˚a tydeliggjort med et eksempel,
hvor man skal afgøre om
∫∞
0
e−xdx og
∫∞
1
1
x
dx konvergerer og i givet tilfæl-
de finde værdien. Eksemplerne suppleres med en grafisk tolkning, hvor der
vendes tilbage til arealet under funktionen. De to funktioner indtegnes i to ko-
ordinatsystemer, som det ses af figur 3.5. Det kan synes at være unødvendigt
ydre kognitiv belastning med to figurer. Efterfølgende pointeres, at integralet∫∞
1
1
x
dx godt kan divergerer, selv om funktionen 1/x konvergerer for x→∞.
Her kunne man have tegnet funktionerne i et enkelt koordinatsystem, som
det ses af figur 3.6, dels for at reducere den ydre kognitive belastning og dels
som illustration af, at uanset om grafen for to funktioner umiddelbart lig-
ner hinanden p˚a et givet interval, har deres integral fundamentalt forskellige
egenskaber (konvergent/divergent).
Pointen med at de to funktioner har forskellige egenskaber bruges til at
bygge videre p˚a argumentet om, med hvilken hastighed en funktion g˚ar mod
nul. S˚a her ses endnu engang, hvorledes bogen, via delbegreber og eksempler,
søger at opbygge begrebsbilledet. Det forsøges s˚aledes ikke at fremprovokere
den strukturelle forst˚aelse for begrebet, men via mange operationelle ele-
menter opn˚as langsomt men sikkert b˚ade den operationelle og strukturelle
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Figur 3.6: Genskabt fra [Lin96, s.422]
forst˚aelse for begrebet integration. Afsnittet indeholder ti begreber, hvoraf
flere har den samme karakter, som begreberne i afsnit 8.5, dvs. at de indehol-
de mere end syv elementer, hvorfor korttidshukommelsen i flere situationer
er overbelastet med deraf følgende risiko, for at der ikke sker læring.
Det vurderes, at Kalkulus’ ma˚de at gennemg˚a integration hænger godt
sammen med, at begrebsforst˚aelsen kan dannes via Sfard tretrins begrebsdan-
nelsesproces. Processen kan vanskeliggøres, hvis der sker en overbelastning
at korttidshukommelsen, som det faktisk sker i afsnit 8.5 og 9.5. Begrebs-
billedet, der dannes undervejs, kan vise sig at være væsentligt forskelligt fra
begrebsdefinitionen. Bl.a. er der et stort fokus p˚a kontinuerte funktioner og
arealer. Men med det afsluttende afsnit 9.5 synes der p˚a mange ma˚der at
være givet den studerende mulighed for at danne sig et begrebsbillede, som
kan være i overensstemmelse med begrebsdefinitionen. I det tilfælde, hvor
den studerende har opn˚aet en s˚adan situation, kan det ogs˚a siges, at begre-
bet er reificeret, s˚aledes at der er opn˚aet b˚ade en operationel og strukturel
forst˚aelse. Men kombineret med at den studerende især i afsnit 8.5 og 9.5
vil opleve mange forstyrrelser af sit begrebsbillede og en stor belastning af
korttidshukommelsen dels pga. de mange definitioner og dels p˚a grund af
opgaverne, ma˚ det forventes, at der i begrebsdannelsesprocessen flere gange
vil opst˚a væsentlig usikkerhed hos den studerende.
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3.3 Analyse af eksamensopgaver
Med henblik p˚a at identificere forskelle i eksamensopgaver fra gymnasiet og
universitet er der udvalgt nogle opgaver, som synes at være typiske og som
emnemæssigt svarer til de emner, der er analyseret i afsnit 3.1 og 3.2. Disse
opgaver vil blive undersøgt m.h.p. at se, hvilke kompetencer, den studerende
skal bringe i anvendelse for at kunne løse opgaverne. Dette vil s˚a kunne
sammenlignes med, hvilke kompetencer der er fokuseret p˚a i lærebøgerne
og dermed komplementere vores analyse af bøgerne. P˚a baggrund af disse
analyser vil vi desuden kunne se, om der er forskelle i de kompetencer, der
er i fokus.
Det skal nævnes, at der ikke er tale om en sammenligning i ordets bog-
stavelige forstand. Det skyldes, at eksamenerne p˚a de to institutioner er tids-
mæssigt forskellige. P˚a gymnasiet er der tale om hhv. en fire og to timers
eksamen med og uden hjælpemidler. Eksamen p˚a universitetsniveau er en
fire dages tage-med-hjem-eksamen. S˚a allerede her vil findes en forskel i dyb-
den og omfanget af opgaverne. Vi arbejder udfra en hypotese eller antagelse
om, at de kompetencekrav, der afspejles i opgaverne, p˚a en ma˚de er uafhæn-
gig af eksamenens tidsbegrænsning. Havde eksamen p˚a universitet været en
fire-timers, ville vi stadig forvente, at hovedparten af opgaverne beskæftigede
sig med ræsonnements- eller bevisprægede problemstillinger. Det kan nævnes
at der har været et forsøg med en elektronisk eksamen p˚a handelsgymnasiet i
matematik niveau B i 2001. Her forløb eksamen over flere dage og ud over de
almindelige typeopgaver blev modelleringskompetencen stimuleret1. Vi anta-
ger s˚aledes, at der i en flerdags eksamen i gymnasiet ikke ville forefindes bla.
bevisopgaver. En anden eksamensform med en anden tidsmæssig omfang er
naturligvis spekulationer, og i det følgende vil der derfor blive undersøgt og
analyseret, hvilke kompetencer der reelt set er testet i eksamensopgaverne p˚a
de to institutioner.
3.3.1 Eksamensopgaver i gymnasiet
Den skriftlige studentereksamen p˚a matematisk højniveau best˚ar af to opga-
vesæt, hvor det ene skal løse uden hjælpermidler p˚a 2 timer, og det andet
er et 4 timers sæt, hvor alle hjælpemidler er tilladt. Som et eksempel best˚ar
sættet fra august – september 2003 uden hjælpemidler af korte opgaver, hvor
hver opgave best˚ar af et eller to spørgsma˚l. De starter typisk med ordet “be-
stem”. Faktisk er der tolv spørgsma˚l ud af fjorten, der er formuleret med
ordet “bestem”. Tilsvarende gør sig gældende for øvrige a˚r. Eksamenssæt-
1http://us.uvm.dk/gymnasie/gymfiler/eksamensopgaver/matbhtx.html
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tet indeholder bl.a. en opgave om sandsynlighed, tre opgaver om funktioner,
en opgave om integral, og fire opgaver om geometri. Studentereksamen med
hjælpermidler best˚ar af otte opgaver. Opgaverne er ofte længere, og hver op-
gave best˚ar af flere spørgsma˚l. I spørgsma˚lene er der to imperativer, som ofte
anvendes: “Beregn” og “bestem”. Ud af 23 spørgsma˚l er der 12 spørgsma˚l,
hvor opgaven indledes eller formuleres ved “bestem”, og otte spørgsma˚l som
indledes med “beregn”. Igen er dette det typiske billede for andre a˚r. Eksa-
men dækker bl.a. over en opgave om sandsynlighed, to opgaver om geometri,
fire opgaver om funktioner og en om differentialligninger.
Studentereksamen August - september 2003 (3-˚arigt forløb til A-
niveau). (prøven uden hjælpemidler)
Her er udvalgt to eksempler. De to eksempler giver hhv. 4 og 6 point ud af i
alt 50 point. Opgave 1 lyder:
I et koordinatsystem er to vektorer bestemt ved
~a =
( −2
6
)
og ~b =
(
t
t− 1
)
hvor t er et tal.
Bestem t, s˚aledes at ~a st˚ar vinkleret p˚a ~b.
Bestem t, s˚aledes at ~a st˚ar parallel p˚a ~b.
(http://us.uvm.dk/gymnasie/almen/eksamen/opgaver/sommer03/2003-8-
8-UDEN.pdf)
Det første spørgsma˚l kræver en forst˚aelse af, hvorn˚ar en vektor st˚ar vinkleret
p˚a en anden vektor, samt kendskab til formlen, som bør anvendes:
~a ·~b = 0
Det kræver ogs˚a, at de studerende kan beregne produktet af de to vektorer.
Opgaven fører frem til en ligning, hvor t skal isoleres. Opgaven tester i første
omgang tankegangskompetencen fordi begrebet skal forst˚as og den ovenfor-
nævnte formel skal relateres til og anvendes i opgaven. Opgaven tester ikke
ræsonnementskompetencen, da der ikke indg˚ar bevis- eller ræsonnements-
mæssige aspekter, og fordi det ikke handler om at forst˚a en sætning for at
vise noget. De studerende skal heller ikke tage stilling til nogen argumentation
eller ræsonnement. Løsningen af opgaven kræver en operationel forst˚aelse af,
hvordan man regner med vektorer.
Opgave 5 i samme opgavesæt lyder:
Bestem x s˚aledes at
∫ x
0
(2t− 5)dt = −6.
( http://us.uvm.dk/gymnasie/almen/eksamen/opgaver/sommer03/2003-8-
8-UDEN.pdf)
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Løsning af opgaven kræver at de studerende kan integrere en lineær funktion
og samtidigt kunne anvende reglerne for bestemte integraler, hvor den øvre
grænse er givet som en variabel. Afsluttende skal følgende polynomium af
anden orden F (x) = x2− 5x = −6 løses. Opgaven fordrer, at den studerende
kan detektere og præcisere problemet – dvs. problembehandlingskompeten-
cen bringes i anvendelse. Samtidigt bringes repræsentationskompetencen i
spil, idet den studerende skal indse, at n˚ar integralet er sat overfor en givet
værdi repræsenterer udtrykket en ligning. Da opgaven indledes med “Be-
stem x”; men hvor x ikke direkte indg˚ar i funktionsudtrykket, bringes tan-
kegangskompetencen ogs˚a i spil, idet det ma˚ formodes, at den studerende
kan indse, at spørgsma˚l af denne type kræver en bestemt form for svar. N˚ar
de indledende øvelser har fundet sted, er løsningen af opgaven for det meste
operationel.
Studentereksamen Maj - 2003 (3-˚arigt forløb til A-niveau). (prøven
med hjælpemidler)
Opgave 2, som giver 10 point ud af 100 point er formuleret som:
Beregn den eksakte værdi af hvert af integralerne∫ 1
0
xe3xdx og
∫ 1
0
x2
(x3 − 2)5dx
(http://us.uvm.dk/gymnasie/almen/eksamen/opgaver/sommer03/2003-8-
3-MED.pdf)
Umiddelbart virker opgaven ikke til at være den store udfordring for den stu-
derende; men det ses, at opgaven tester den studerendes evne til at bringe de
forskellige regneregler for bestemte integraler i spil. Ved det første integral vil
den studerende typisk vurdere, om der er tale om partiel integration eller inte-
gration ved substitution. Udfordringen ligger s˚a i at f˚a omskrevet udtrykket.
Idet alle hjælpemidler er tilladte, giver det den studerende mulighed for at
kontrollere sine resultater vha. sin lommeregner. Opgaven er klar i sin formu-
lering og sætter derfor ikke tankegangskompetencen under særligt stort pres,
men der synes i et vist omfang at være tale om, at problembehandlingskom-
petencen bringes i anvendelse, og eventuelt bliver hjælpemiddelkompetencen
ogs˚a bragt i anvendelse, hvis den studerende vælger at kontrollere sin løsning
eller alternativt udelukkende besvarer opgaven ved brug af lommeregner.
3.3.2 Eksamensopgaver p˚a universitetet
Eksamensformen i faget analyse p˚a KU er baseret p˚a fire prøver, som skal
best˚as. Hver prøve best˚ar af et opgavesæt, som skal løses selvstændigt og er af
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“tage-med-hjem” formen. Det valgte sæt er fra maj 2005 bestod af tre opga-
ver, og hver opgave bestod af to eller tre spørgsma˚l. Det gennemg˚aende træk
i alle spørgsma˚lene, er ordet “vis”. Eksamen dækker bla. over en opgave om
integral, en opgave om Riemann summer, og en opgave om uendelig integral.
Vi har udvalgt sættet fra maj 2005, idet det er første gang, den studerende
konfronteres med de formelle krav til faget Analyse p˚a matematikstudiet.
I opgave 1, som giver 40 point ud af 100 point, best˚ar af to delopgaver,
som formuleres p˚a følgende ma˚de:
a) Lad funktion f : [a, b]→ R være givet og definer for et delin-
terval [c, d] ⊆ [a, b], funktionerne f1 : [c, d]→ R og f2 : [a, b]→ R
ved
f1(x) = f(x) , x ∈ [c, d]
(dvs. f1 er restriktionen af f til [c, d]) og
f2(x) =
{
f(x) for x ∈ [c, d]
0 for x ∈ [a, b] \ [c, d]
Vis at hvis f er integrabel, s˚a er f1 og f2 ogs˚a integrable og∫ d
c
f1(x)dx =
∫ b
a
f2(x)dx.
http://www.math.ku.dk/˜durhuus/Analyse1/
For at kunne løse opgaven kræver det, at den studerende har forstand p˚a
følgende begreber:
• f integrabilitet og indskudsætningen
• f1 er restriktionen af f
• delinterval [c, d] ⊆ [a, b]
• f er defineret p˚a [c, d] ⊆ [a, b]
Forst˚aelsen af disse begreber er nødvendigt for at kunne løse opgaven. De
forhold, der skal opfyldes for at en funktion er integrabel, skal kendes. Det
skal ogs˚a vides, at f1 er en restriktion af f , præcis n˚ar definitionsmængden
for f1 er en del af definitionsmængden for f. Logikken i spørgsma˚let skal
forst˚as og den angiver et hierarki af de trin, der skal foretages i løsningen.
Opgaven skal s˚aledes pakkes ud, hvilke næsten selvfølgeligt og som i alle an-
dre opgaver som det første bringer problembehandlingskompetencen i spil.
For den andet tester opgaven tankegangskompetencen, fordi de studerende
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skal have forstand p˚a at manipulere med matematiske begrebers betydnin-
ger. For det tredje tester den ræsonnementskompetence, fordi de studerende
skal argumentere for det de gør. Endelig tester opgaven symbol- og formalis-
mekompetencen, fx ses det, at symbolet ⊆ skal fortolkes. Endelig er der en
vis logik i spørgsma˚let, der skal fortolkes, hvilket indebærer et behov for at
bringe ræsonnementskompetencen i spil.
Opgave 3 giver ligeledes 40 point og best˚ar af tre delopgaver, hvoraf den
første er formuleret som følger:
Lad den kontinuerte funktion f :]0,∞[→ R være givet ved
f(x) =
1
x2
exp(
1
x2
), x > 0
a) Vis at
∫∞
a
f(x)dx er divergent for a < 0 og konvergent for
a > 0.
(http://www.math.ku.dk/˜durhuus/Analyse1/)
Det skal forst˚as s˚adan, at lim
a→0
(
lim
b→∞
∫ b
a
f(x)dx
)
= L hvis a > 0. Løsningen af
opgaven forg˚ar igen i flere trin.
• Man skal dedetekere at der er tale om et uegentligt integral.
• Man erstatter symbol ∞ med en variabel n og f˚ar noget der ligner et
bestemt integral
∫ b
a
f(x)dx.
• Man laver integrationen og det kræver man har kendskab til integra-
tionsteknik (partielintegration, substitution...).
• Hvis F f.eks. er stamfunktionen til f , s˚a kan en analyse føres og
lim
b→∞
(F (b)− F (a)) bestemmes.
Forst˚aelsen af hele processen er et krav for at kunne løse opgaven. Igen bringes
problembehandlingskompetencen i spil, fordi den studerende skal detektere
problemet. I første omgang skal der findes en integrationsteknik, der svarer til
dette integral. Integrationsstrategien skal ogs˚a findes for at komme videre.
Analysens del af opgaven best˚ar i at vise, at for a < 0 findes der ikke en
grænseværdi og for a > 0 findes der en grænseværdi, som kan bestemmes.
Her skal de studerende tage stilling til en matematisk argumentation. P˚a den
ma˚de testes ræsonnementskompetencen.
Opgaven fortsætter nu med følgende spørgsma˚l b):
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b) Definer funktionen F :]0,∞[→ R ved
F (y) =
∫ ∞
y
1
x2
exp(
1
x2
)dx , y > 0
Gør rede for, at F er differentiabel og beregn F ′(x) for y > 0.
http://www.math.ku.dk/˜durhuus/Analyse1/
Her fordres kendskab til betingelserne for at en funktion er differentiabel. Be-
grebet differentiabilitet skal forst˚as, defineres, og fortolkes. Den studerende
skal argumentere for, at F er differentiabel, hvis F ′(y) eksisterer for y > 0,
hvor forudsætningen for eksistens af F ′(y) er, at F (y) kan bestemmes n˚ar f
er kontinuert i ]0,∞[. I spørgsma˚l a) er f faktisk defineret som en kontinu-
ert funktion i ]0,∞[ s˚a F er differentiabel. Fordi de studerende skal kunne
forst˚a, fortolke og bruge begreberne kontinuitet og differentiabilitet i deres ar-
gumentation kan man sige at denne del af opgaven tester b˚ade ræsonnement
og tankegangskompetence.
3.3.3 Konklusion p˚a analyse af eksamensopgaver
Det ses at selve eksamensformen er meget forskellig – s˚a alene her kan den
studerende opleve et spring. Om kompetencerne kan man sige, at i den ana-
lyserede prøve fra KU er det de samme kompetencer der blev testet i al-
le spørgsma˚l: problembehandlings-, tankegangs- og ræsonnementskompeten-
ce. Kompetencerne repræsentations-, symbol- og formalisme testes natur-
ligt. Til studentereksamen testes især problembehandlingskompetencen, re-
præsentationskompetencen samt hjælpemiddelkompetencen. Her testes kun
i begrænset omfang ræsonnementskompetence og tankegangskompetence. I-
det gymnasieopgaverne typiske indledes med “beregn” og “bestem”, kan det
konkluderes, at spørgsma˚lene i gymnasiet typisk tester de studerendes ev-
ner til at udføre beregninger dvs. den operationelle forst˚aelse og i mindre
grad den strukturelle forst˚aelse. P˚a KU er det ordet “vis”, der er centralt.
Spørgsma˚lene tester derfor de studerendes evner til at kunne lave et bevis og
til deres løsning af opgaverne er behov for b˚ade en operationel og strukturel
forst˚aelse af stoffet.
3.4 Spørgeskemaundersøgelse
Til projektet er knyttet en spørgeskemaundersøgelse, som har til forma˚l at
afdække studerendes begrebsbilleder og begrebsdefinitioner indenfor integral-
regningen og plan- og rumgeometrien. Undersøgelsen er kun et supplement til
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projektets egentlige analyse af lærebøger. Spørgsma˚l indenfor plan- og rum-
geometrien er – p˚a samme ma˚de som i forbindelse med analyse af lærebogen
for gymnasiet – kun medtaget for at understøtte eller eventuelt bekræfte
vores analyse af emnet integralregning. Tids- og ressourcemæssigt var der
ikke r˚ad til lave en ekstensiv undersøgelse, og derfor er undersøgelsen hver-
ken kvantitativ eller repræsentativ nok til at være en bærende faktor til en
vurdering af springet i det faglige kompetenceniveau. Undersøgelsen bruges
alts˚a som et værktøj til, at f˚a en fornemmelse af virkelighedens tendenser,
dvs. forholdet mellem det underviste og det lærte.
3.4.1 Argumentation for spørgsm˚alene
I spørgeskemaet, som findes i appendiks C, undersøges s˚aledes, om der er
harmoni eller disharmoni mellem begrebsbillede og definition, om potentielle
eller kognitive konfliktfaktorer gør sig gældende og p˚a hvilken ma˚de. Dette
kan dog konkretiseres, hvilket vil blive gjort i følgende afsnit, opgave for
opgave.
Form˚al og begrundelse
Opgave 1.1 tester de studerendes forst˚aelse af begrebsdefinitionen af, hvad
integrabilitet er. Vi har en formodning om, at en overvejende del af dem, der
svarer, vil indblande summer eller stamfunktioner i deres forklaringer. Det er
ogs˚a vigtigt at se, hvilke delbegreber, indeholdt i eksempelvis sætninger, deres
beskrivelse indeholder. Herved kan forklaringen sættes i relation til, hvad de
i opgave 1.2 og 1.3 anvender af delbegreber i deres svar. En potentiel konflikt
mellem begrebsbillede og definition kan jo netop opst˚a, hvis de studerende
i 1.1 anvender summer, og de i stedet i 1.2 og 1.3 bruger kontinuitet som
begrundelse, hvor s˚a summer ikke g˚ar igen i deres besvarelser.
Opgave 1.2a er en slags indbygget mini-fælde. Her er kontinuitet nok
til en tilfredsstillende begrundelse for integrabilitet. Men da svar p˚a 1.1,
formodentlig, vil indeholde begrebsdefinition, vil 1.2a drage fokus hen mod
begrebsbilledet, hvorefter de i 1.2b skal vende tilbage til begrebsdefinitionen
(her i form af summer). Det er derfor interessant at se, om nogle af dem vil
forblive i begrebsbilledet i 1.2b
At svare rigtigt p˚a 1.3 kræver en komplet forst˚aelse af begrebsdefinitionen,
ellers kan integrabilitet ikke afvises. Men igen vil ma˚den elverne svarer p˚a
være retningsgivende for, om det er begrebsbilledet eller -definitionen, som
er i de studerendes fokus. Derfor: svares f.eks. nej pga. diskontinuitet, er vi
ved begrebsbilledet, men svares nej, pga. undersum forskelllig fra oversum,
er vi meget tæt p˚a begrebsdefinitionen.
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Opgave 2 bygger p˚a en formodning om, at de studerende identificerer
bestemte integraler med arealer. Opgaven er derfor designet med henblik p˚a
at teste den studerendes begrebsbillede af integralet. Opfatter de studerende
integral og areal som værende identiske, vil svaret p˚a det ene spørgsma˚l
afhænge af det andet. Svaret kan tænkes at være af to typer afhængigt af
hvilken af de to delopgaver der besvares først. Besvares opgave 2.2 først, kan
svaret p˚a opgave 2.1 være 4, dvs. samme svar som til opgave 2.2 (forudsat
korrekt besvarelse). Besvares opgave 2.1 først, kan svaret p˚a opgave 2.2 være
det samme, nemlig 0 (forudsat korrekt besvarelse). I begge tilfælde er der
tale om en potentiel konfliktfaktor, dvs. et “forfejlet begrebsbillede” hvor
begrebsbilledet er forskelligt fra begrebsdefinitionen, hvilket de studerende
dog endnu ikke er blevet bevidste om. Situationen rummer dog potentiale til,
i forbindelse med videre studier, at fremprovokere en reel kognitiv konflikt.
Endelig skal nævnes, at selvom de studerende løser begge opgaver korrekt,
vil det stadig være interessant, ud fra et analytisk synspunkt, at undersøge
de studerendes fremgangsmetode i opgaveløsningen.
I opgave 3.1 forventes, at de studerende kan give en tilstrækkelig be-
grebsmæssig beskrivelse af stamfunktioner. Det er her vigtigt, at elven ser
stamfunktionen, som den funktion F (x) + c, der differentieret giver f(x).
Betydningen af dette ligger i 3.2., hvor de studerende skal afgøre, om en
funktion g(x) er stamfunktion til funktionen f(x). Giver de studerende den
rigtige begrebsdefinition i 3.1, hvorefter personen i 3.2 begynder at integre-
re f(x) , kan der være en uoverensstemmelse mellem begrebsdefinition og
billede, om end af mindre grad.
Opgave 4 er todelt. I 4.1 og 4.2 testes samspillet mellem definitionen af
vektorbegrebet samt begrebsbilledet i form af de fem mængder i 4.2, hvor
de studerende skal argumenterer for, hvilke repræsenterer en vektor. Det for-
ventes, at de studerende kan give en begrebsnær beskrivelse af en vektor, og
det undersøges, om denne beskrivelse anvendes i besvarelsen af opgave 4.2.
Opgaverne 4.3. og 4.4. bygger p˚a samme princip, hvor beskrivelsen af vek-
torfunktion sættes op imod tre potentielle vektorfunktioner a, b, c. Løsning
af 4.4. vil afspejle graden af harmoni mellem begrebsbillede og definition.
I opgave 5.1 forventes, at de studerende kan give nogenlunde fyl-
destgørende definition p˚a en normal (dvs. at prikproduktet af denne og en
vilk˚arligt vektor i planen giver 0). Med dette menes, at elverne gennem for-
skellige formuleringer vil identificere normalen med den vektor, der er ortog-
onal med planen. I 5.2 testes, om de studerende har forst˚aet, at a, b, c kan
bekræftes eller afkræftes ved at det indre produkt mellem normalen og hhv.
den ene og den anden retningsvektor for planen begge giver 0. Hertil skal
først planens ligning omformes til en, for de studerende, genkendelig para-
meterfremstilling (hertil kræves en stimuleret repræsentationskompetence),
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hvorefter det indre produkt udregnes. Dette tester samlet graden af overens-
stemmelse mellem begrebsbillede og definition.
3.4.2 Analyse af besvarelserne
Spørgeskemaundersøgelsen blev fortaget onsdag den 26. april 2006 p˚a hen-
holdsvis Himmelev Gymnasium i Roskilde og Roskilde Amtsgymnasium. Til
undersøgelsen fik vi tildelt henholdsvis en klasse p˚a Roskilde Amtsgymnasi-
um, med 18 tilstedeværende elver, og to klasser p˚a Himmelev Gymnasium,
med ni og 16 tilstedeværende studerende. Der er ikke taget højde for even-
tuelle forskelle, som kan være betinget af køn. Men det bemærkes, at der i
klassen med 16 tilstedeværende er 14 piger ud af totalt 17 studerende.
Undersøgelsen vil blive analyseret med primært fokus p˚a begrebsbilledet
og begrebsdefinition (se afsnit 2.3). Svarerne p˚a spørgeskemaet er blevet ka-
tegoriseret i henhold til opgaverne. Kategoriseringen er fortaget p˚a baggrund
af generelle træk ved besvarelserne p˚a den enkelte (hoved)opgave og derfor
vil kategorierne ikke være ens for forskellige opgaver. Ydermere er katego-
riseringen gældende for besvarelser for b˚ade Amtsgymnasiet og Himmelev
gymnasium. I starten af analysen vil der være en tabel der viser den valg-
te kategorisering. Tallene i den højre kolonne viser antallet af svar fra de
studerende fra begge gymnasier. Af analysen for Roskilde Amtsgymnasium
udg˚ar halvdelen af besvarelserne p˚a opgave 4 og opgave 5 og tilsvarende for
Himmelev analysen (delen af opgave 4 der medtages er den uden vektorfunk-
tioner). Grunden til at disse udg˚ar, er fordi at der ikke nok besvarelser og
dem der er, blev lavet i de sidste døende minutter af undersøgelsen. Dette vil
ikke give noget billedet af de studerendes forst˚aelse. I denne forbindelse skal
det nævnes, at kvaliteten af de studerendes svar kan godt bære præg af et
tidspres, som dog ikke var et bevidst valg fra gruppens side. Det kan derfor
ikke udelukkes, at de studerende ville have svaret anderledes hvis de havde
f˚aet mere tid.
Matematiklæreren for klassen i Amtsgymnasiet, har efterfølgende oplyst,
at de studerende efter hans opfattelse burde kunne svare p˚a alle spørgsma˚l
uden problemer. Dog havde de ikke arbejde med funktioner af typen angivet
i opgave 1.2 figur B (gaffelfunktioner). Ydermere kan det nævnes, at der er
blevet brugt samme lærebogsserie, Mat1 - 3 af Jens Carstensen og Jesper
Frandsen, som netop analyseres i denne rapport.
I modsætning til Amtsgymnasiet brugte nogle af de studerende p˚a Him-
melev gymnasium hjælpemidler, dvs. lommeregner, formelsamling, bøger
osv., men det har i midlertidig vist sig, at dette ikke har haft den store
betydning for opgavebesvarelserne. Himmelev klassen med ni studerende var
en mat-fys klasse (har b˚ade matematik og fysik p˚a højniveau), for hvilke vek-
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Tabel 3.3: Kategorier for opgave 1
Kategori Antal svar
1 Kontinuitet, stamfunktion og differentiabilitet 20
2 Over- og undersummer 5
3 Intet svar 13
4 Andet 5
torfunktioner ikke er en del af pensum. Yderligere blev det oplyst at denne
klasse ogs˚a havde gennemg˚aet opgave 1.3. Klasse med 16 tilstedeværende
p˚a Himmelev gymnasium har modsat de to andre gymnasieklasser et forløb,
hvor de studerende har et a˚r med højniveau - dvs. de har først valgt at have
højniveau matematik p˚a tredje a˚r i uddannelsen. Himmelev klasserne brugte
lærebogserien af Claus Jessen og Flemming Mørk, “Vektor og integralreg-
ning”2.
Det skal bemærkes, at de viste besvarelser i det følgende er korrekte gen-
givelser af det de studerende har skrevet ned, og der kan derfor forekomme
stave- og formuleringsfejl.
Opgave 1
Svarene fra opgave 1 kategoriseres efter tabel 3.3. Grunden til at kontinu-
itet, stamfunktion og differentiabilitet er blevet til en kategori, er at dette
a˚benbart er en stærk betingelse for de studerende. Der er nogle blandingssvar,
hvor to forudsætningerne typisk indg˚ar. Tre typiske svar til opgave 1.1:
• Integrabel: N˚ar funktionen er kontinuert.
• At funktionen er kontinuert i hele sin definitionsmængde.
• Det betyder at funktionen er kontinuert, samt at der ikke er nogle
“hak”.
Nogle blandingssvar:
• En funktion er integrabel, hvis det er muligt at integrerer det, her
kræves det ogs˚a at funktionen er differentiabel.
• At funktionen er kontinuert i intervallet. Derved kan man integrerer
funktionen. En vilk˚arligt kontinuert funktion har s˚aledes en stamfunk-
tion som fremkommer ved integration.
2Claus Jessen, Peter Møller og Flemming Mørk, Vektorregning og integralregning, 1.
udgave, 1999, 298 sider, Gyldendal Uddannelse
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Det at funktionen skal være sammenhængende er a˚benbart et vigtigt krav for
de studerende. En decideret konflikt mellem begrebsbilleder er a˚benbart ikke
tilstede, da de studerende ikke er tvivl om hvad de skriver, n˚ar en funktion
er integrabel. Argumentationerne for denne p˚astand ma˚ komme i svarerne
for opgave 1.2 og 1.3 hvor deres begrebsbilleder testes. Den umiddelbare hy-
potese ma˚ være at de svarer; ja til A, nej til B og nej til 1.3. Dette viser
sig ogs˚a at være korrekt. Opgave 1.1: “At funktionen er kontinuert i hele sin
definitionsmængde”. Svar til opgave 1.2: “A - Ja kontinuert, B - Nej ikke kon-
tinuert”. Og i opgave 1.3: “Nej - f(x) er ikke kontinuert”. Dette viser, at de
studerende opfatter diskontinuerte funktioner som værende ikke integrable,
og derfor anser kontinuitet som værende ensbetydende med integrabilitet.
Fra kategori 1 var der to, der svarede, at stamfunktionens eksistens var
det vigtigste kriterium for at en funktion er integrabel.. De besvarede opgave
1.1 med:
• Det betyder, at der til en hver værdi af x p˚a grafen for f , findes en
stamfunktion til F (x).
• At en funktion er integrabel betyder at den kan integreres vha. stam-
funktioner! Dvs. arealet under kurven sammen med x-aksen findes.
Studerende til det første svar svarede overraskende ja til begge funktioner
til i opgave 1.2, men intet svar til opgave 1.3. Grunden til dette kan være;
at enten er de studerende i stand til at vide hvor stærkt integrabilitet og
kontinuitet st˚ar over for hinanden eller, at kontinuitet ikke har en betydning
for de studerendes opfattelse af integrabilitet. Studerende med det andet svar
havde intet svar til opgave 1.2 og 1.3.
De studerende i kategori 1, som svarede p˚a opgave 1.1, 1.2 og 1.3, har
givet nogle tvetydige svar p˚a disse. Til opgave 1.1 svarer de f.eks.:
• Funktionen har en grænseværdi for hvert x i definitionsmængden. At
den dækker et areal, og at funktionen er monoton faldende eller vok-
sende.
Enkelte omtaler kontinuitet som et krav for integrabilitet uden at nævne
ordet “kontinuitet”, med tilhørende besvarelse af i opgave 1.2 med figurerne:
• Den første funktion er integrabel fordi den er monoton og ikke knækker.
• Den anden er ikke integrabel fordi den ikke har en grænseværdi i ethvert
x i definitionsmængden.
Dette er udtrykt for at der er flere begrebsbilleder der er i konflikt med
hinanden. Alene det at, der medtages kontinuitet, monotoni, grænseværdier
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osv. er et udtrykt for, at disse begrebsbilleder er i konflikt med hinanden. Der
ses s˚aledes en kraftig konfliktfaktor, og begrebsbilledet virker lang væk fra
begrebsdefinitionen. Som med kontinuitet, findes ogs˚a en sætning der siger at
monotone funktioner har en stamfunktion, og det kan være at denne sætning
skaber uklarhed omkring betingelserne for integrabilitet.
En enkelt studerende i kategori 1 besvarer opgave 1.1 og 1.2 vha. konti-
nuitet, hvorimod studerende i opgave 1.3 svarer afkræftende med: “Nej - det
er ikke muligt at bestemme en over- og undersum”. Om end svaret ikke er
helt korrekt, er fokus p˚a summer dog rigtigt, og det er pudsigt, at summerne
ikke har spillet en rolle i de studerendes besvarelse af 1.1 og 1.2. Ud fra et
analytisk synspunkt er svaret lidt kontroversielt. Da de studerende inkluderer
summerne i besvarelsen af opgave 1.3, kunne man mene, at begrebsbilledet l˚a
tæt p˚a begrebsdefinitionen, men i og med, der argumenteres vha. kontinuitet
i opgave 1.1 og 1.2, er dette ma˚ske ikke helt tilfældet alligevel.
I kategori 2 forefindes de studerende, hvis begrebsbilledet stemmer bedst
overens med begrebsdefinitionen. Her argumenteres i opgave 1.1 med, at funk-
tionen er integrabel, hvis over- og undersum er tæt p˚a hinanden (eller lig
hinanden). To af disse har udført en mere detaljeret beskrivelse ved at svare,
at en funktion er integrabel “hvis funktionen er begrænset i et lukket inter-
val, og over-undersum lig hinanden er funktionen integrabel i intervallet”.
Men den ene af disse, har ikke svaret p˚a opgave 1.2A og 1.2B og 1.3. Det
er derfor muligt, at denne person kan erindre gennemg˚aet pensum, men at
begrebsbilledet er utilstrækkeligt, grundet de manglende besvarelser. Det kan
ikke udelukkes at den studerende har brugt f.eks. sin lærebog til at give en
s˚a detaljerig besvarelse. Grunden til at den studerende s˚a ikke har svaret p˚a
1.2A og 1.3 kan være fordi, at vedkommende har ladet sig styre for meget af
hjælpemidlerne.
En anden besvarer ogs˚a opgave 1.1 ved: integrabel, n˚ar oversum og under-
sum ligger tæt p˚a hinanden. Denne person har i opgave 1.2A argumenteret for
vha. kontinuitet, men da den studerende intet svar har givet p˚a opgave 1.2B
og 1.3, er det svært at vurdere om kontinuitet eller over- og undersummer
fylder mest af begrebsbilledet.
Resten i kategori 2 har en udmærket begrebsforst˚aelse, da de i resten af
opgave 1 argumenter ud fra over- og undersummer. Om end enkelte af disse
svar er forkerte, ses en god sammenhæng mellem begrebsbillede og definition.
Den tredje kategori dækker over:
• Intet svar overhoved af opgaven
• Løse svar p˚a opgave 1.2 og 1.3
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I tredje kategori var der ni af de 13 studerende, som har sprunget hele opgaven
over. Men dog var der e´n af de resterende fire (der kom fra Amtsgymnasiet),
der alligevel har givet nogle interessante kommentarer, der indikerer store
konflikter i personens begrebsbilleder. Personen skriver til opgave 1.1:
• Integrabel? Har aldrig hørt ordet før. Men hvis integrabel = differenti-
abel er det, at der ikke er skarpe kanter p˚a kurven.
Isoleret set kan man forledes til at konkludere, at den studerende ikke har
noget billede af begrebsdefinition. Men dette synes ikke umiddelbart at være
tilfældet. I opgave 2.1 er den studerende i stand til at integrere f(x) = sin x,
hvilket betyder begrebsdefinitionen er blevet præsenteret for vedkommende,
hvorfor den i en eller anden form er tilstedeværende. At ordet “integrabel”
ikke er noget den studerende har hørt før, er virker derfor underligt. Til
opgave 2.1 svarer den studerende:
• ∫ 2pi
0
sinxdx = [cos x]2pi0 = [cos 2pi − cos 0]2pi0 = cos 2pi − 1
Elven tænkes derfor ikke at have egentligt kendskab til hvad det betyder,
at en funktion er integrabel, men kan alligevel udføre det tekniske arbejde,
der ligger i at kunne integrere en funktion. (Ligeledes hænger forst˚aelsen af,
at en funktion er differentiabel nøje sammen med grafiske repræsentationer
snarere end den formelle definition: grænseværdien for differenskvotienten.)
Begrebsbilledet af det bestemte integral har den studerende, hvilket ses af
svaret p˚a opgave 2.1, og tilsvarende er begrebsbilledet af den afledede funk-
tion ogs˚a tilstede, idet der til opgave 3.1 svares: “F ′(x) = f(x)”. S˚a symbolet
er kendt. Det er alts˚a ordet “integrabel”, der er katalysatoren for konflikten,
da den studerende identificerer differentiabilitet med integrabilitet.
En anden studerende, som kun besvarer opgave 1.2A, skriver at: “A er
integrabel, der kan findes b˚ade over og undersum”. Her er det tankevækken-
de, at den studerende anvender summer, da hovedparten her har anvendt
kontinuitet, samtidig med at den studerende ikke har besvaret de resterende
delopgaver. Den studerende synes at have et begrebsbillede, som stemmer no-
genlunde overens med begrebsdefinitionen, uden at være rigtigt (der mangler
delen med at over- og undersum skal være ens).
Kategori 4 rummer:
• Arealbestemmelse og kunne finde funktionsværdier i endepunkter.
• Der skal være en integrabel funktion og to grænser.
I denne kategori findes studerende hvis begrebsbilleder er meget forskelligt
fra begrebsdefinitionen. Her forefindes fem studerende, som direkte eller in-
direkte identificerer integrabilitet med arealer. De har s˚aledes et forfejlet
begrebsbillede, som afspejler en potentiel konfliktfaktor. Et typisk svar:
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Tabel 3.4: Kategorier for opgave 2
Kategori Antal svar
1 Korrekt 1
2 Korrekt svar i 2.1 men forkert i 2.2 14
3 Korrekt svar i 2.1 men intet svar i 2.2 12
4 Intet svar 6
5 Andet 10
• At den dækker et areal, og at funktionen er monoton faldende eller
voksende.
Delkonklusion til opgave 1
Til denne opgave er der, i henhold til begrebsbillede og begrebsdefinition, to
gennemg˚aende træk i deres besvarelser:
• Manglende indsigt i begrebsdefinition.
• De studerende har for mange potentielle konfliktfaktorer vedrørende
forskellige begrebsbilleder.
Det første punkt kan ses i lyset af de mange forskellige besvarelser af
spørgsma˚l 1. Der er ikke en rød tr˚ad i besvarelserne; eksempelvis er det
ikke summerne der g˚ar igen i besvarelserne. I stedet er det elementerne i
kategori 1, som kontinuitet, sammenhængende graf og differentiabilitet og
kombinationer heraf, som fremst˚ar klarest. Faktisk er det kun de studerende
i kategori 2, der i begge delopgaver identificerer integrabilitet med over- og
undersummer. Det er alts˚a kun i denne kategori, at begrebsbilledet stemmer
overens med en tilnærmelsesvis begrebsdefinition.
Via det første punkt skinner det klart igennem, at de studerende i kategori
1, 3 og 4 har mange potentielle konfliktfaktorer. Forskellige begreber indg˚ar
i deres billede af integrabilitet, og set i lyset af deres besvarelser for opgave
1.2 og 1.3 virker begrebsbilledet p˚a ingen ma˚de som et integreret hele med
relationer til begrebsdefinitionen.
Opgave 2
Svarene fra opgave 2 kategoriseres efter tabel 3.4. Kun en enkelt svarer fuld-
stændigt rigtigt p˚a hele opgave 2 (0 hhv. 4). Her er der harmoni mellem be-
grebsbillede og definition. Svarene i kategori 2 kan karakteriseres p˚a følgende
ma˚de:
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• Korrekt svar i opgave 2.1 men angiver at arealet er 0 i opgave 2.2
• Korrekt svar i opgave 2.1 men angiver at arealet er 2 i opgave 2.2
• Korrekt svar i opgave 2.1 men angiver at arealet er 1 i opgave 2.2
Typiske svar p˚a opgave 2.1:
•
∫ 2pi
0
f (x) dx =
∫ 2pi
0
sin (x) dx = [− cosx]2pi0
= − cos 2pi − (− cos 0)− 1− (−1) = −1 + 1 = 0
eller:
• ∫ 2pi
0
f (x) dx = [− cosx]2pi0 = − cos 2pi + cos 0
Typiske svar p˚a opgave 2.2:
• Arealet ma˚ nødvendigvis være det samme som det ovenst˚aende.
eller:
• A = pi ∫ 2pi
0
sin xdx = pi [cosx]2pi0 = pi cos (2pi)− pi cos (0)
eller:
• ∫ 2pi
0
sinxdx = 0
eller:
• A =
∣∣∣∣∫ pi
0
sinxdx−
∫ 2pi
0
sinxdx
∣∣∣∣ = ∣∣[cosx]pi0 − [cosx]2pi0 ∣∣
= |−0− 1− 1 + 0| = 2
Alle de studerende svarer stort set rigtigt p˚a opgave 2.1, hvorimod svarerne i
opgave 2.2 kan opdeles i: Enten er arealet 0 eller s˚a er det 2. De studerendes
svar tyder p˚a, at der en konflikt i begrebsbillederne mellem det bestemte
integral i opgave 2.1 og arealet under kurven i opgave 2.2. De der svarer at
arealet er 2, havde regnetekniske og forst˚aelsesmæssige vanskeligheder ved
trigonometriske funktioner, eksempelvis ved de ikke, hvad cos 2pi er. Dette
ma˚ være en konflikt mellem begrebsbilleder indenfor funktionsbegrebet og
specielt trigonometriske funktioner. Begrebsbilledet er opbygget af alle de
mentale billeder indenfor et begreb, og derfor er det ikke underligt, hvis
visse billeder er i konflikt med hinanden. Men n˚ar det er sagt, s˚a har de
studerende, der har fundet arealet til 2, forst˚aet at arealet der ligger i [0, 2pi]
er den numeriske værdi af funktionen over intervallet. For de studerende der
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svaret at arealet er 0, kan have forst˚aet det p˚a to ma˚der; enten over aksen
eller om aksen. Derfor kan det ikke udelukkes at nogen ma˚ske kunne tolke
det s˚adan, at arealet ovenfor trækkes fra de nederste s˚aledes at det giver 0.
I kategori 3 har alle de studerende angivet et korrekt svar p˚a 2.1 men intet
svar p˚a 2.2. Der er dog en enkelt, som har givet et løst svar. P˚a baggrund
af for f˚a besvarelser p˚a 2.2 er det svært at sige noget konkret om, hvad
grunden er til de manglende besvarelser. Det kan betyde to ting, enten er der
store konflikter mellem begrebsbilleder, dvs. mellem det bestemte integral og
arealet under kurven, eller ogs˚a skyldes det et tidspres.
I kategori 4 forefindes seks studerende. De har hverken svaret p˚a 2.1 eller
2.2. Om dette skyldes tiden, eller regnetekniske og forst˚aelsesmæssige pro-
blemer, er svært at afgøre.
Kategori 5 rummer:
• Forkert svar i opgave 2.1, ved regnetekniske/forst˚aelsesmæssige proble-
mer og: intet svar p˚a opgave 2.2/samme svar i opgave 2.2 som i opgave
2.1
• Intet svar i opgave 2.1 samt forkert svar i opgave 2.2
Her er f.eks. en studerende, der i opgave 2.2 svarede følgende:
• pi ∫ 2pi
0
(f (x))2 dx = pi
∫ 2pi
0
sin2 xdx , ville da indsætte en t-værdi i stedet
for sin x, løse det bestemte integral og da indsætte i det igen og derved
f˚a resultatet.
Det som skinner igennem, er, at den studerende sidestiller omdrejningsle-
gemet, med arealet under kurven. Der er en klar konflikt mellem begrebs-
billederne af arealet og omdrejningslegemet - areal er todimensionalt mens
omdrejningslegeme er tredimensionalt. Dette tyder p˚a et ukomplet begrebs-
billede. Den studerende har et begrebsbilledet af det bestemte integral og som
en erstatning for arealbilledet s˚a inddrages begrebsbilledet af omdrejnings-
billedet. Den studerende har alts˚a en manglende forst˚aelse for disse begreber.
En anden studerende i denne kategori gav i opgave 2.1 svaret:
“
∫ 2pi
0
f(x)dx = [sin x]2pi0 = . . .”. Svaret synes at rumme en forst˚aelsesmæssig
mangel i forhold til integration, og kædet sammen med, at den studerende
ikke svarer p˚a opgave 2.2, ses en kraftig indikation p˚a et ukomplet begrebsbil-
lede. Netop det aspekt ved at de studerende selv skal indsætte funktionsud-
trykket for f(x) under integralet, skal dog medtages i overvejelserne omkring
problemer ved besvarelserne.
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Delkonklusion til opgave 2
I denne opgave er der to gennemg˚aende træk:
• Alle svarer stort set korrekt p˚a opgave 2.1
• Forst˚aelsesvanskeligheder for trigonometriske funktioner.
Hovedparten af de studerende svarer korrekt p˚a opgave 2.1. Men nogle af dis-
se er til gengæld n˚aet frem til et forkert resultat i opgave 2.2; enten at arealet
er 0 eller 2. De der svare 2 har forst˚aet arealets betydning men har haft nogle
andre konflikter mellem begrebsbilleder i andre omr˚ader af matematikken.
Derfor har de regnet forkert. Hos dem der finder arealet til at være 0, ses
en gennemg˚aende indikation p˚a, at der er konflikter mellem deres begrebs-
billeder af det bestemte integral og begrebsbilleder af arealer under kurver.
En sidste bemærkning til denne opgave er, at der ma˚ske burde have været
flere oplysninger til funktionen, eksempelvis en graf, sætte f(x) = sin x osv.,
s˚aledes at de ikke havde behøvet at bruge ekstra tid. Men om dette kunne
være a˚rsagen til kvaliteten af svarerne kan vi ikke vide.
Opgave 3
Svarene fra opgave 3 kategoriseres efter tabel 3.5. Af i alt 43 studerende var
der kun tre, som svarede helt korrekt p˚a opgaven. Den ene giver i opgave
3.1 den rigtige definition, men i 3.2 forklarer de studerende ikke, hvordan
vedkommende er kommet frem til det rigtige resultat. Af de to som forklarer
sig, afviser den ene med kommentaren: “Nej for hvis man differentierer g(x)
giver den ikke f(x)”. Hos disse tre ses derfor en perfekt overensstemmelse
mellem begrebsbillede og begrebsdefinition, om end de har problemer med
at differentiere.
Tabel 3.5: Kategorier for opgave 3
Kategori Antal svar
1 Korrekt 3
2 Delvist korrekt svar i 3.1, men forkert konklusion i 3.2 4
3 Rigtigt svar i 3.1, men ufærdige udregninger i 3.2 7
4 Rigtigt svar i 3.1, men intet i 3.2 13
5 Intet svar
6 Andet 7
7 Delvist korrekt svar i 3.1, men intet svar i 3.2 8
8 Delvist korrekt svar i 3.1 og korrekt svar i 3.2 1
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Ellers var besvarelserne meget forskellige, som det ogs˚a kan ses i antallet
af svar. I kategori 2 var der tre, som svarede rigtigt p˚a opgave 3.1 men gav
en forkert en konklusion p˚a 3.2 p˚a baggrund af beregninger. Her er svarene:
1.
f (x) =
x
ax+ b
t = ax+ b⇔ dt/dx = a⇔ dx = a−1dt∫
x
t
dt =
∫
1
t
· xdt =
[
ln (t) · x−
∫
ln (t) · 1
]
= ln (t) · x− 1/t+ k = ln (ax+ b)− 1
ax+ b
+ k
Burde være stamfunktion til f(x), s˚a nej g(x) er ikke stamfunktion til
f(x).
2.
g (x) =
1
a
x− b
a2
ln |ax+ b|+ C
g′ (x) =
1
a
− b
a2
a
ax+ b
der er g(x) ikke stamfunktion til f(x).
3.
g (x) =
1
a
x− b
a2
ln |ax+ b|+ C
g′ (x) =
a
a2
− b
a2
1
ax+ b
a+ C = − ba
ax2 + ab
+ C +
1
a
Nej det g˚ar ikke op.
Af de fire studerende har kun e´n svaret korrekt p˚a første opgave, to kun delvis
rigtig og e´n som ikke har givet noget svar. Men alle har de p˚a baggrund af
henholdsvis regnetekniske og forst˚aelsesmæssige vanskeligheder konkluderet
det forkerte. Studerende til det først citat gav intet svar til 3.1. Men dog
kan det godt tyde p˚a, at begrebsdefinitionen delvis er til stede, idet de stu-
derende begyndte at lave en vanskelig integration i stedet for at udføre en
differentiation.
Den studerende, som stod bag det andet citat, skrev til spørgsma˚l 3.1:
• En stamfunktion til f er den funktion F , der integreret giver f . dvs.
f(x) =
∫
F (x) og
∫
F (x)dx = f(x).
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Dette svar er ikke korrekt, samt at betingelsen F ′(x) = f(x) ikke indg˚ar – der
byttes om p˚a integration og differentiation. Til trods for at den studerende
ikke har opskrevet betingelsen bruger den studerende alligevel betingelsen
(se citat nummer to). Det er tydeligt, at den studerendes forst˚aelse af be-
grebsdefinitionen ikke er komplet, og at vedkommendes begrebsbillede ikke
er dækkende. Men dog er det s˚a dækkende at den studerende begynder at
differentiere – til trods for at vedkommende ikke har opskrevet den korrekte
definition.
Den tredje studerendes svar kan ses som et udtryk for en forst˚aelsesmæssig
vanskelighed. Den studerende svarer til spørgsma˚l 3.1: “F ′(x) = f(x)”, dvs.
den rette betingelse for, at F er en stamfunktion for f . Derfor har den stude-
rende en god forst˚aelse for begrebsdefinition, men i den konkrete opgave kom
det til udtryk, at begrebsbilledet ikke er helt p˚a plads, idet den studeren-
de udnyttede betingelsen men ikke kunne udføre beregningerne korrekt. At
der opst˚ar forkerte beregninger kan ses som et udtryk for konflikter mellem
begrebsbilleder - og definitioner indenfor differentialregningen og algebraen,
hvor forskellige funktioner, brøker med mere ikke helt stemmer overens. De
delvise svar er et udtryk for potentielle konfliktfaktorer.
I kategori 3, svarer de alle sammen korrekt p˚a opgave 3.1. Et typisk svar
er:
• En stamfunktion differentieret giver en funktion, F ′(x) = f(x). Der
findes uendelig mange til en integrabel f(x); (F (x)+c)′ = F ′(x) = f(x).
Med denne forudsætning, griber de studerende fat i opgave 3.2 p˚a den rigtige
ma˚de. Et typisk svar:
• g′ (x) = (x
a
)′− ( b
a2
ln |ax+ b|)′+C ′ = 1
a
x′− b
a
(ln |ax+ b|)′+0 = 1
a
− b
a
Men p˚a baggrund af resultatet sniger der sig en hvis usikkerhed ind hos
de studerende, hvilket betyder at de tøver med at konkludere p˚a resultatet.
Denne usikkerhed kan skyldes begrebsbilleder der ikke stemmer helt overens.
I den fjerde kategori er der 13, der har de givet det rigtige svar i 3.1, men
intet svar i 3.2. Et typisk svar til 3.1: “n˚ar den differentieres skal den give
f(x) ”.
N˚ar intet svar gives til opgave 3.2 kan det enten være pga. tidspresset,
eller at deres begrebsbillede ikke afdækker nok af begrebsdefinition. Begge
a˚rsager kan være nok til at opgaven springes over.
Kategori 6 indeholder her:
• Forkert svar i 3.1 og enten rigtige eller forkerte overvejelser i 3.2
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Her besvarer en studerende opgave 3.1 med: “... en stamfunktion er arealet af
en punktmængde mellem to givet punkter”. Den studerende blander s˚aledes
to vidt forskellige ting sammen; stamfunktionen og arealet under kurven.
Denne studerendes begrebsbillede best˚ar af en masse deldefinitioner, som ikke
har noget at gøre med definitionen af en stamfunktion. En egentlig konflikt
mellem forskellige begrebsbilleder kunne være a˚rsagen til at den studerende
ikke har svaret yderligere p˚a opgaven.
En anden studerende skriver: “En stamfunktion er en funktion F (x) der
integreret giver f(x)”, og som i 3.2 opskriver en forkert formel for “brøk-
differentiering” (f(x)
g(x)
)′ med ufærdige udregninger. En anden studerende skri-
ver “F (x) = f ′(x)” med kommentaren: “En stamfunktion er den funktion du
f˚ar ved at differentiere den oprindelige funktion”, og til opgave 3.2 skrives:
“Hvis man differentierer g′(x) skal det give f(x)...”
En tredje studerende: “F (x) differentieret er stamfunktion til f(x)”, og
giver intet svar til 3.2. Fælles for disse studerende er, at de ikke rigtigt kan
adskille differentiering og integration. Dvs. deres begrebsbillede er yderst
begrænset, og begrebsdefinitionen har de derved heller ikke indsigt i.
Delkonklusion til opgave 3
I opgaven skinner det tydeligt igennem, at de studerende har haft regnetek-
niske vanskeligheder. Videre tyder dette umiddelbart p˚a konflikter mellem
begrebsbilleder og -definitioner indenfor differentielregningen og algebraen.
Det er herigennem, at elverne ledes frem til forkerte konklusioner i opgave
3.2. Men den største gruppe er de studerende, der er i kategori 4. De har
alle løst opgave 3.1 rigtigt men har samtidig ikke givet et svar p˚a opgave
3.2. Hvad grunden til dette er uvist, men noget kunne tyde p˚a, at deres be-
grebsbillede ikke i tilstrækkelig grad var dækkende for begrebsdefinitionen,
hvorfor opgaven blev sprunget over, eller regnetekniske problemer.
Opgave 4
Svarene fra opgave 4 kategoriseres efter tabel 3.6. Af samtlige studerende var
der kun tre, som svarede korrekt p˚a begge opgaver.
I kategori 2 var der tre studerende, der beskrev vektorer som en repræ-
sentation af et talpar i R2. Et typisk svar til opgave 4.1 er: “En vektor er en
ma˚de at afbillede et koordinatsæt p˚a i et koordinatsystem”. Det tilhørende
svar til opgave 4.2 er: “A, C, D repræsenterer hver en vektor, da længden
ikke er afgørende, men deres orientering”. Her ses, at der ikke er en direkte
forbindelse mellem svarene p˚a opgave 4.1 og opgave 4.2. Hvis de studerendes
begrebsbillede af en vektor hænges op p˚a punkter i et koordinatsystem, og
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Tabel 3.6: Kategorier for opgave 4
Kategori Antal svar
1 Korrekt 3
2 Repræsentation af et talpar i R2 3
3 Retning og længde 12
4 Linje 9
5 Intet svar i 4.1 men korrekt af 4.2 5
6 Andet 4
7 Intet svar 7
de derefter ikke benytter denne til at argumentere for hvilke mængder, der
repræsenterer en vektor, kan man afledes til at tro, at det faktisk ikke er
begrebsbilledet, der kommer til udtryk i opgave 4.1. Der er dog ogs˚a mulig-
hed for, at den studerende ikke benytter sin definition korrekt. Dette vil s˚a
betyde, at den studerende placerer vektorerne p˚a en s˚adan ma˚de, at de alle
peger mod samme punkt. Dette virker dog usandsynligt.
Besvarelserne kan senere hen resultere i en konflikt mellem de to forskllige
begrebsbilleder for opgave 4.1 og 4.2: et punkt er fast bestemt ved dens
koordinater, og kan derfor ikke beskrives ud fra en retning (hvilket vil være
en linie).
I kategori 3 er det netop længden og retningen som har betydning. Et
typisk svar p˚a opgave 4.1:
• Det er en der, bestemmer retningen.
• En vektor bruges til at give en retning og en længde.
Tilsvarende svar til opgave 4.2:
• C og D, da de alle peger i samme retning.
• Mængden D er en vektor, da disse vektorer har samme ~r. Dvs. at der
er repræsentanter for den samme vektor.
Disse svar er delvist rigtige, men dog er der et element af usikkerhed i deres
besvarelser til trods for, at de rigtige svar ogs˚a er givet i opgave 4.2. Hvilket
kunne tyde p˚a, at deres begrebsbillede ikke er i harmoni med begrebsdefi-
nitionen. Det samme kan siges om de to studerende i kategori 4, som har
en begrebsdefinition der læner sig opad rette linjer i planen. De studerendes
svar:
• En vektor er en mængde af kontinuerte linjer med ens hældning.
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• En vektor er en repræsentant for en linje i et koordinatsystem.
I deres besvarelser af opgave 4.2 ser man:
• A og D.
• D, da alle pilene i figuren er lige lange og ensrettede.
De har medtaget A og D henholdsvis D i deres konklusioner. Men i forhold
til de andre, s˚a nævnes der flere elementer end blot en længde og en retning.
Linjerne kommer her til at have en vigtig betydning, hvilket betyder, at der
her er flere begrebsdefinitioner i spil; “pilen”, “linjen” og “hældning”. For de
studerende er det ikke sikkert at disse er i konflikt, men det ma˚ siges, at disse
kan være potentielle konfliktfaktorer.
Andre i kategori 4 beskriver i 4.1 en vektor som et liniestykke med en
retning og længde, samt vælger D i 4.2, da samme retning og længde. Herudaf
kan ses, at deres begrebsbillede p˚a en ma˚de er i god overensstemmelse med
deres forst˚aelse af begrebsdefinitionen. I 4.2 vælger de D med et korrekt
argument, og deres svar i 4.1 kan derfor blot skyldes, at de har haft svært
ved i ord at formulere definitionen p˚a begrebet.
En forfejlet begrebsdefinition, ses hos enkelte studerende, som i 4.1 iden-
tificerer en vektor med: “En linie, med en retning og punkter”, hvortil en
studerende i 4.2 vælger samtlige, da: “Alle har en retning og punkter”, og en
anden uden begrundelse vælger ogs˚a alle i 4.2
En studerende beskriver en vektor som “... en repræsentant for en linje
med en basis længde og retning”, hvortil personen i 4.2 vælger A med be-
grundelsen “... bare forskellige retninger, ortogonale” og B med “forskellig
længder” samt D uden begrundelse. Fælles for de overnævnte, er at deres
begrebsbillede ligger langt væk fra begrebsdefinitionen, og dette indikerer en
overvejende potentiel konfliktfaktor.
I kategori 5 defineres eller beskrives en vektor ikke, men samtlige fem
studerende vælger i 4.2 D, da pilene/linjerne har samme retning. Denne be-
grundelse er naturligvis ikke rigtig, da linjestykkerne i C ogs˚a har samme
retning. Man kan derfor spekulere i, om de ikke har ment det rigtige i 4.2, og
ikke har været i stand til at formulere dette i 4.1. P˚a denne ma˚de ville der
ikke være en konflikt mellem begrebsbilledet og definitionen.
I Kategori 6 haves de mere kontroversielle besvarelser. F.eks. beskrives i
4.1 en vektor som: “... en afstand mellem punkter”, og i 4.2 vælges B, da:
“En vektor kan pege alle steder hen”. Her er virkelig tale om en potentiel
konflikt mellem begrebsbillede og definition.
Overordnet set ligger der ogs˚a problemer i at forst˚a hvad der spørges
til. Uden at forst˚a spørgsma˚let, kan man ikke svare p˚a det. Hvilket kunne
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tyde p˚a at niveauet for tankegangskompetencen er begrænset for nogle af de
studerende.
Delkonklusion til opgave 4
To ting der skinner igennem:
• Manglende indsigt i begrebsdefinition.
• Et alt for begrænset begrebsbillede
Det første punkt giver sig til udtryk p˚a den ma˚de, at begrebsdefinitionerne
næsten er p˚a plads, men at der mangles ord, en formulering eller en sætning,
til at tydeliggøre begrebsdefinitionen. I opgave 4.2 ses der p˚a baggrund af
svarene at der er potentielle konfliktefaktorer i forhold til begrebsdefinitionen,
som de studerende har givet i 4.1.
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Kapitel 4
Diskussion
I vores diskussion vil vi forsøge at fremhæve de væsentligste elementer fra
vores analyser, der kan være med til at besvare vores overordnede projekt-
problematik. Som sagt best˚ar vores analyse af tre dele:
• Bøgerne
– MAT 2A og 3A – med emnerne integration og i mindre omfang
plan- og rumgeometri
– Kalkulus – med emnet integration
• Eksamensopgaver
• Spørgeskema
Diskussionen vil være samlet for disse tre elementer, fordelt p˚a adskilte dis-
kussioner af hhv. kompetencer og begrebsdannelse. Efterfølgende vil vi sam-
menstille disse to diskussioner med henblik p˚a at vurdere, om de to analyse-
metoder understøtter hinanden i relation til problemformuleringen.
4.1 Kompetencer
Vi har i vores analyser været omkring de i KOM-rapporten 8 definerede
kompetencer med henblik p˚a at identificere forskelle i, hvordan kompeten-
cerne bringes i spil p˚a gymnasiet og universitetet i lærebøger, opgaver og
eksamensopgaver.
Som det fremgik i analysen af bøgerne, var der nogle kompetencer, som
var mere fremtrædende end andre – nemlig:
1. Tankegangkompetencen
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4 Diskussion 4.1. Kompetencer
2. Ræsonnementskompetencen
3. Problembehandlingskompetencen
4. Repræsentationskompetencen
5. Symbol- og formalismekompetencen
P˚a begge institutioner stimuleres disse kompetencer, men p˚a forskellige
ma˚der.
I det følgende vil vi p˚a baggrund af analyserne diskutere, hvilke kompe-
tencer og delkompetencerne, som stimuleres gennem det behandlede emne.
Dette vil vi bla. gøre gennem en vurdering af dækningsgraden samt det tekni-
ske niveau for visse af kompetencerne. Dette gøres med henblik p˚a at vurdere,
hvorvidt der er tale om et spring, eller der eventuelt blot er tale om naturlig
faglig progression.
4.1.1 Tankegangkompetencen
Den umiddelbare forskel i stimulering af tankegangskompetencen ses ud fra
definitioner og sætningers generaliseringer. Som det fremg˚ar af universitetsa-
nalysen (se afsnit 3.2.1), s˚a defineres det bestemt integral, ved at det “nedre-
og øvreintegral” er lig hinanden. I MAT2A optræder denne formelle definition
først i det sidste afsnit i kapitlet om “summer” (se side 56). Indtil dette af-
snit optræder kun en definition, hvor det bestemte integral defineres gennem
stamfunktioner, som i det tidligere defineres gennem arealer. Dette vil være
med til at p˚avirke tankegangskompetencens dækningsgrad. Forst˚aet p˚a den
ma˚de, at studenten op til de sidste afsnit s˚aledes kun har associeret det be-
stemte integral med arealet under kurven, og sammenholdt med hvor meget
disse afsnit fylder, s˚a virker dette degressivt p˚a stimulering af delkompeten-
cen, der handler om matematiske begrebers rækkevidde. Da arealet kun er et
aspekt af den generelle definition kan dette betyde, at studentens forst˚aelse
af det bestemte integral, kan g˚a hen at blive et problem.
I MAT2A bliver begreberne indsnævret ved opstilling af en række be-
tingelser. Disse betingelser er, som nævnt i analysen, med til at opbygge en
ramme om begrebet, hvor definitioner, sætninger og beviser p˚avirkes af det-
te. I MAT2A opstilles der to betingelser, som begreberne i kapitel 13 bærer
præg af; funktionerne er kontinuerte og ikke-negative. Indflydelsen af disse
betingelser vil have en p˚avirkning p˚a opfattelsen af hvor “stort” begrebet.
Vender vi tilbage til det bestemt integral s˚a p˚avirker betingelserne, der op-
stilles for begrebet, direkte dækningsgraden for tankegangskompetencen (se
side 37). At “begrænse” begrebets størrelse vil, som tidligere anført, virke
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negativt stimulerende p˚a tankegangskompetencen. Specifikt indeholder tan-
kegangskompetencen blandt andet; “At kunne udføre samt forst˚a hvad der
ligger i generaliseringer af matematiske resultater” (se side 14). Hvis dette
skal være muligt for den studerende at opn˚a, skal begrebet udfoldes og ikke
begrænses. Ergo kan delkompetencen, der handler om; “... at kende, forst˚a og
h˚andtere givne matematiske begrebers rækkevidde, samt at kunne udvide et
begreb ved abstraktion af egenskaber i begreber” (se side 14) heller ikke blive
stimuleret i en tilstrækkelig høj grad, da dækningsgraden for delkompetencen
netop ikke er stort nok.
I Kalkulus er der muligheder for at tankegangskompetencen kan blive sti-
muleret. Dette sker p˚a baggrund af begrebernes udfoldelse, dvs. uddybende
p˚astande, tanker og ideer, som g˚ar forud for hovedparten af definitioner og
sætninger. Især de nævnte aspekter er med til at stimulerer de førnævnte
delkompetencer af tankegangskompetencen. Dette viser, bla. i form af ge-
neraliseringer, en stor forskel i dækningsgraden af tankegangskompetencen
mellem gymnasiet og universitet. Herudaf ses en indikation p˚a et spring mel-
lem de to uddannelsesinstitutioner, da den studerende fra gymnasiets side
ikke er helt kompetencemæssigt forberedt.
I vores analyse af eksamensopgaverne fra gymnasiet har vi identificeret,
at tankegangskompetencen kun bliver stimuleret i begrænset omfang. Tanke-
gangskompetencen best˚ar bl.a. af, at den studerende skal “... være klar over,
hvilke spørgsma˚l, som er karakteristiske for matematik...” (se side 14). I ek-
samensopgaverne bliver den studerende kun udsat for to typer af spørgsma˚l;
nemlig “beregne” og “bestem”. Disse 2 typer af spørgsma˚l er af en karakter,
der gør, at den studerende kun i begrænset omfang bliver konfronteret med
begrebets rækkevidde. P˚a universitetet bliver tankegangskompetencen strakt
til det yderste, idet opgaverne fordrer, at den studerende kan skelne mellem
definitioner og sætninger og samtidigt kunne manipulere med disse matema-
tiske begreber, se vores analyse af opgave 1 fra eksamenssættet p˚a KU, afsnit
3.3.1. Det kan s˚aledes ses, at de studerende p˚a gymnasiet møder spørgsma˚l,
der kun bringer dem rundt i de regneregler, der hører til emnet, hvorimod
den studerende p˚a universitetet bliver bragt rundt i hele emnet. Dette synes
s˚aledes at være en væsentlig forskel i, hvordan tankegangskompetencen bliver
bragt i spil mellem de 2 institutioner. Begrebernes rækkevidde bliver virkelig
testet p˚a universitetet. Men spørgsma˚let, om hvorvidt dette opleves som et
spring, er nok mere tvivlsomt.
4.1.2 Ræsonnementskompetencen
Ræsonnementskompetencen beskæftiger sig primært med den studerendes
evne til at følge og bedømme et matematisk ræsonnement samt om evnen til
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at forst˚a, hvorn˚ar et ræsonnement kan siges at udgøre et bevis.
For at opn˚a disse evner synes det derfor oplagt, at den studerende skal
bringes til at følge en række ræsonnementer, der baserer sig p˚a et niveau,
hvor den studerende har mulighed for at følge ræsonnementet.
I analysen af gymnasiebogen blev det p˚apeget, at dette forhold blev
respekteret. Sætninger blev typisk vist eller bevist - og med relativt be-
grænset kompleksitet. Hvor gymnasiebogen beskæftiger sig med integration
og stamfunktioner, begrænses omfanget af behandlede funktioner til alene at
beskæftige sig med kontinuerte og ikke negative funktioner. Denne basis be-
grænser de opn˚aede resultater emnet igennem, begrænser generaliteten men
medfører samtidigt, at kompleksiteten og de ræsonnementsmæssige aspekter
i bevisførelserne for diverse sætninger bringes indenfor, hvad de studeren-
de ma˚ forventes at kunne ’følge og bedømme’. Ergo giver anførte restrik-
tioner en gennemg˚aende begrænsning i kompleksitet og abstraktionsniveau
i forhold til universitetet, hvor tilsvarende restriktioner af funktionskatego-
rierne ikke p˚alægges. Det der i gymnasiebogen umiddelbart synes at være
en begrænsning i ræsonnementsmæssig stimulering kan ligeledes tolkes som
en begrænsning, der medfører, at de studerende overhovedet kan følge ræ-
sonnementerne og er s˚aledes restriktioner, som er essentielle for overhovedet
at opn˚a stimulering af denne kompetence. P˚a samme tid medfører restrik-
tionerne af funktionskategorien dog ogs˚a en ganske behersket progression i
stimuleringen af ræsonnementskompetencen.
Som anført udfoldes begrebet integrabilitet fuldt ud p˚a universitetet. Det-
te medfører, at kompleksiteten af ræsonnementer p˚a universitetet er væsent-
ligt højere end tilfældet er for gymnasieskolen. Hvor ræsonnementer i gymna-
siebogen holdes simple med minimal anvendelse af svært h˚andterbare delbe-
greber, s˚a synes dette ikke at være en binding i universitetsbogen. Hvor gym-
nasiebogen søger det simple, er universitetsbogen fokuseret p˚a at maksimere
generaliteten. At generaliteten søges maksimeret medfører behov for en række
nye begreber, som indg˚ar i stort tal under ræsonnementerne i bevisførelserne
p˚a universitetet. Ræsonnementerne bliver s˚aledes mere komplicerede og her-
med væsentligt sværere at følge og bedømme. Dette kan medføre, at den
enkelte i lavere grad er i stand til at afgøre, om det givne ræsonnement
egentligt udgør et bevis for den givne p˚astand. Dette meget store skifte i
kompleksiteten af beviserne vurderes til i høj grad at blive oplevet som et
meget stort spring.
Universitetsbogens stringente opbygning med: Definition – sætning – be-
vis – korollar – bevis – eksempler, synes at have en stimulerende effekt p˚a
ræsonnementskompetencen i forhold til gymnasiebogens noget mindre strin-
gente form. Der tænkes her p˚a de omtalte ’skjulte’ beviser, som i en række
tilfælde anvendes her. Der er under analysen argumenteret for, at de ’skjul-
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te’ beviser har en degressiv virkning p˚a ræsonnementskompetencen. Som det
fremg˚ar ovenfor begrænses integrabilitet i gymnasiebogen ved at forlange
at funktionerne er kontinuerte og alene antager positive værdier. Som det
fremg˚ar i analysen af gymnasiebogen afsluttes emnet dog med, at disse be-
grænsninger fjernes og der generaliseres p˚a en s˚adan ma˚de, at kontinuitet
og funktionsværdiers fortegn ikke længere er begrænsende for funktioners
integrabilitet. Generaliseringen gives dog uden matematisk argumentation,
anskueliggørelse eller bevis. Dette ma˚ forventes at p˚avirke ræsonnementskom-
petencen p˚a tilsvarende vis som de netop omtalte ’skjulte’ beviser.
At der s˚aledes her er en forskel mellem undervisningsmaterialet p˚a de to
institutioner er oplagt, men er der tale om et spring? Et spring er i denne for-
bindelse defineret som en problemfyldt overgang mellem de to institutioner.
S˚a vidt ang˚ar ræsonnementskompetencen synes skiftet at være væsentligt og
s˚aledes forventeligt problemfyldt. Man har p˚a gymnasiet til tider undladt
at p˚avirke ræsonnementskompetencen maksimalt, men det kunne virke som
om, at den maksimale p˚avirkning, som stoffet giver mulighed for at p˚atrykke
de studerende, muligvis ville medføre en manglende kompetencestimulering,
idet den maksimale p˚avirkning ville have stillet krav som de studerende ikke
ville have været i stand til at opfylde. Dette kunne f˚a konsekvenser f.eks. i
form af resignation, som ville kunne p˚avirke negativt i højere grad end den
manglende stringenthed i den matematiske argumentation. Men at der er et
skifte, dvs. en forskel som ma˚ forventes at give anledning til et ’spring’, synes
helt oplagt.
For s˚a vidt ang˚ar opgaverne knyttet til undervisningsmaterialet for de
to institutioner synes der at være en klar forskel p˚a stimuleringen af ræson-
nementskompetencen. Hvor opgaverne p˚a universitetsniveau, som beskrevet
under analysen, i høj grad udfordrer de studerende i at ’vise og/eller bevise’
s˚a udfordrer opgaverne knyttet til gymnasiebogen i langt overvejende grad
de studerende i at ’beregne’.
Da ræsonnementskompetencen drejer sig om at kunne følge og bedømme
eller udtænke og gennemføre et matematisk ræsonnement - herunder at kun-
ne forst˚a eller gennemføre et matematisk bevis, ses det, at opgaverne til
studentereksamen ikke indeholder elementer af denne kompetence. I eksa-
mensopgaverne p˚a KU er det netop denne kompetence, der bringes i spil, idet
samtlige opgaver indeholder spørgsma˚l, hvor der stilles krav om udførelse af
beviser. Det ses, at der her er tale om en afgørende forskel, hvor der ikke
er tvivl om, at den studerende vil opleve et spring i kravet til besvarelse af
eksamensopgaver p˚a universitetet. Springet kan s˚aledes henføres til at ræson-
nementskompetencen bliver bragt i spil i opgaver, hvor den studerende fra
gymnasiet typisk kun har været udsat for ræsonnementskompetencestimu-
leringer gennem læsning af lærebogen og eventuelt ved mundtligt at skulle
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reproducere beviser.
4.1.3 Problembehandlingskompetencen
Det at kunne løse matematiske problemer er en del af problembehand-
lingskompetencen. Men som det ogs˚a skrives i KOM-rapporten, s˚a kan et
spørgsma˚l for nogen studerende falde ind under begrebet “problem”, mens
det samme spørgsma˚l for andre studerende blot kan besvares ved aktivering
af rutinefærdigheder. Derfor er det vanskeligt at udtale sig om eksamensopga-
verne, vurderet ud fra problembehandlingskompetencen, da de af studerende
vil blive oplevet væsentligt forskelligt. For en studerende i gymnasiet er det
at detektere den relevante regneregel til at løse et integral, jf. eksemplet
fra eksamenssættet med hjælpemidler, et problem, som typisk er p˚a en fær-
digformuleret form. P˚a universitetet fordrer opgaverne naturligvis ogs˚a en
problembehandlings-kompetence; men her er der ikke kun tale om færdig-
formulerede problemer. Den studerende skal s˚a og sige selv pakke problemet
ud og bringe de elementer af kompetencen i spil, som er benævnt det at
detektere, formulere, afgrænse og præcisere det matematiske problem. Dette
gør sig gældende i begge de eksempler, som ses i vores analyse af eksamens-
opgaver fra universitet. I Kalkulus ses der opgaver, som har en karakter,
der b˚ade ligner dem fra gymnasiet og dem, der ses til eksamen. Et typisk
træk ved de første opgaver efter et afsnit i Kalkulus er færdigformulerede
opgaver, hvorefter der s˚a sker en gradvis forøgelse i kravet til at kunne b˚ade
detektere, formulere, afgrænse og præcisere problemet, dvs. at der er behov
for en høj dækningsgrad. Dette synes at være en naturlig ma˚de at træne
problembehandlingskompetencen p˚a. P˚a den ma˚de vil der, hvis man isoleret
set sammenligner gymnasie- og universitetseksamenerne, kunne identificeres
et stort spring i kravet til den studerendes problembehandlingskompetence.
Men tages det med i betragtningen at den studerende p˚a universitetet har
haft lejlighed til at arbejde med opgaver, hvor progressionen bl.a. best˚ar i at
flere og flere elementerne fra kompetencen bringes i spil, synes der ikke at
være et udpræget spring i problembehandlingskompetencen. Dette uanset,
at den studerende ma˚ formodes adskillige gange at opleve, at vedkommen-
de ikke ved første øjekast kan løse især de sidste opgaver i hvert afsnit af
Kalkulus.
4.1.4 Symbol- og formalismekompetence
Symbol- og formalismekompetencen er i gymnasiet begrænset til meget f˚a
symboler, hvor antallet af symboler i universitetsbogen er markant større.
Fortolkning af symbolerne i universitetsbogen kræver et højt teknisk niveau.
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Et eksempel p˚a dette er definitionen af det bestemte integral, hvor en ræk-
ke symboler, s˚a som partitioner, infimum, supremum, etc., anvendes i selve
definitionen (se side 56). I forhold til det tekniske niveau i forbindelse med
symbol- og formalismekompetencen i universitetsbogen, ses et lavere niveau
i gymnasiebogen, hvor der anvendes enklere symboler for det samme begreb
(se side 44). Specielt i universitetsbogen stimuleres delkompetencen omhand-
lende: “... indsigt i karakteren af og ’spillereglerne’ for formelle matematiske
systemer.” (se side 16). Overordnet set stimuleres hele kompetencen i lære-
bogen fra universitetet, hvilket betyder, at dækningsgraden er langt større
end i gymnasiebogen, hvor den studerende primært stimuleres i: “... At afko-
de symbol- og formelsprog, oversætte mellem symbolsprog og naturligt, samt
behandle og betjene symbolholdig udsagn (f.eks. formler)” (se side 16)
Da det i Kalkulus ofte ses, at de mange symboler efterfølges af naturligt
sprog betyder det, at progressionen ikke er s˚a voldsom, som det ved et hurtigt
kig ned over en side vil forekomme. Der er ikke tvivl om at symbol- og
formalismekompetencen bliver stimuleret i et større omfang p˚a universitetet;
men det vurderes, at det ikke vil blive oplevet som et stort spring.
4.1.5 Repræsentationskompetencen
I lærebøgerne for gymnasiet og universitetet er b˚ade det ubestemte og be-
stemte integral repræsenteret ved samme algebraiske symbol. I gymnasie-
bogen benyttes symbolerne On og Un for den algebraiske repræsentation af
hhv. oversum og undersum, hvorimod universitetsbogen benytter symbolerne
Ø(Π) og N(Π). Skjult heri ligger faktisk samme potentiale i udnyttelsen af
disse repræsentationsformer. Forskellen ligger blot i, at gymnasiebogen ikke
eksplicit giver en algebraiske form for partitionen, som hænger sammen med
summerne. De bruger udtrykket delinterval, som har samme betydning og al-
gebraiske sammensætning som partition, men delinterval sættes i forbindelse
med summerne uden direkte at indg˚a i beregninger af integraler og summer.
Udover de symbolske forskelle mellem bøgerne, synes den største forskel
at ligge ved mængden af repræsentationsformer. P˚a gymnasiet giver grafiske
repræsentationer for begreberne støtte til de allerede eksisterende algebrai-
ske, mens p˚a universitetet ses dette ikke i samme omfang. Derudover findes
begreber (se side 37, som primært er grafisk repræsenterede, f.eks. bliver
over- og undersummer udelukkende grafisk repræsenteret indtil det sidste
tre siders afsnit.
Om dette kan for˚arsage et spring er svært at sige. Hvis de studerende fra
gymnasiet har vænnet sig til den dualistiske repræsentation, hvor algebra og
grafer spiller sammen for at give forst˚aelsen, hvilket er meget brugt i gymna-
siebogen, kan det ma˚ske være svært kun at arbejde med og forst˚a begreber
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som kun repræsenteres ved algebraiske symboludtryk. Men hvis evnen til selv
at kunne oversætte mellem repræsentationsformerne besiddes, kan den stude-
rende selv lave sine grafiske billeder. Dog vil den kraftige ændring i fokus p˚a
samspillet mellem at definere noget ved algebra og symboler, frem for mere
intuitiv grafik, hvortil det ma˚ske er nemmere at relatere, kunne bidrage til en
mindre problematisk forskel i overgangen mellem gymnasiet og universitetet.
4.2 Begrebsdannelse
4.2.1 Forst˚aelse af begreber - den operationelle versus
den strukturelle forst˚aelse
I analysen af gymnasiebogen synes det tydeligt, at den studerende især opn˚ar
en operationel forst˚aelse af de matematiske begreber. Dette underbygges pri-
mært af 2 forhold:
• Fokus p˚a kontinuerte funktioner og fokus p˚a arealer
• Definitioner, sætninger og bevisernes stilling
I forbindelse med præsentation af nye delbegreber arbejdes primært med kon-
tinuerte funktioner og arealmæssige betragtninger. Der præsenteres s˚aledes
kun 2 eksempler p˚a diskontinuerte funktioner og dette sker først p˚a side 240,
som er den næstsidste side i kapitlet.
Den primære fokusering p˚a kontinuerte funktioner gør det lettere at for-
holde sig til emnet, idet kontinuitet og arealer ma˚ forventes at være reifice-
rede begreber. Men begrebets abstraktionsniveau bliver p˚a denne ma˚de ikke
s˚a højt, som hvis fokus havde ligget p˚a summer og ikke-kontinuerte udtryk.
Man kan derfor sige, at forst˚aelsen af begrebet sker p˚a bekostning af bredde
og dybde, hvorved den strukturelle forst˚aelse formindskes.
Definitioner, sætninger og beviser optræder p˚a en s˚adan ma˚de, at de pri-
mært synes relevante for udledning af regneregler. Dette er et træk, som g˚ar
igen i mange tilfælde b˚ade i integrationskapitlet og plan- og rumgeometri-
kapitlerne. Et eksempel herp˚a er udledningen af formlen for beregningen af
rumfang. Udledningen sker i løbende tekst med brug af en række sætninger,
som tidligere er defineret i kapitlet. Men det sker uden at der først gøres
opmærksom p˚a, at der her er tale om et bevis. Udledningen afsluttes med
“Vi har hermed vist nedenst˚aende sætning” efterfulgt af:
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Sætning 2 Lad f være kontinuert og ikke negativ i [a, b]. S˚a er
rumfanget V , af det omdrejningslegeme, der fremkommer, n˚ar
grafen for f drejes 360◦ om x-aksen bestemt ved:
V = pi
∫ b
a
f(x)2dx
[CF02a, s. 223]
Man kan diskutere om der er tale om en sætning eller en regneregel, der er
udledt; men under alle omstændigheder arbejdes der nu videre med denne
sætning i teksten p˚a den ma˚de, at sætningen bruges i 2 eksempler til dels
at beregne rumfanget af et omdrejningslegeme og dels at udlede formlen for
beregning af rumfanget af en kegle. Dette kan umiddelbart synes hensigts-
mæssigt, men p˚a denne ma˚de bliver det forfatteren, der bruger definitionerne
til at udlede sætninger, dvs. regneregler. Den studerende derimod bruger ik-
ke definitionerne, men bruger sætningerne som regneregler. Forst˚aelsen hos
den studerende kommer s˚a i form af udforskningen af regnereglerne. Denne
udforskning vil dog være begrænset til at skulle identificere, hvilken regner-
egel der er relevant i forbindelse med en opgave. Vi har desværre ikke haft
mulighed for en analyse af de til bogen hørende opgaver, men det ses af vores
analyse af eksamensopgaverne (se afsnit 3.3), at den studerende udelukkende
bliver testet i at kunne “regne”. Den studerende skal fx ikke tage stilling til,
hvorvidt et givet udtryk er integrabelt.
Definitioner, sætninger og beviser er af stor betydning for en strukturel
forst˚aelse for de begreber, som bogen beskæftiger sig med. Men definitionerne
fremst˚ar ofte irrelevante for den studerende, og en del sætninger har karak-
ter af at være regneregler. Herved hindres en generelt forst˚aelse af, hvilken
betydning definitioner og sætninger har for et begreb. Da sætninger fremst˚ar
som regneregler, kan den studerende f˚a den opfattelse, at sætningerne er an-
vendelige metoder til at løse de problemer, som eksemplerne beskæftiger sig,
og herved er sætningerne til for opgaver og eksempler, i stedet for at eksemp-
lerne blot skal illustrerer og skabe fortrolighed med sætningerne og derved
begrebet. Endeligt er begreberne bundet til eksemplerne, og de heri liggende
problemer. Derfor kan begreberne ikke hæve sig over disse repræsentations-
former, begreberne er s˚a at sige bundet til eksemplerne, hvorfor begreberne
ikke kan reificeres. Samlet vil forst˚aelsen derfor være af udpræget operationel
karakter.
Spørgsma˚let er nu om det har betydning ved overgangen til universitetet.
I Kalkulus ses det, at begreberne primært er repræsenteret med beviser og
sætninger. Det ses ogs˚a, at der i den løbende tekst arbejdes med definitioner
som den mest naturlige ting i verden. Se nedenst˚aende eksempler:
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For a˚ prensentere Riemanns ide´ trenger vi først noen definitio-
ner. Gitt en pratisjon Π = {x0, x1, x2, . . . , xn} , lar vi U =
{c1, c2, . . . , cn} være en mengde slik at ci ∈ [xi−1, xi] for alle i.
Vi kaller U et utvalg for partisjonen Π.
[Lin96, s. 345]
Herefter kommer en mere formel definition af Riemann-summer sat tydeligt
op i en kasse, som ligner formen op gymnasiet. Ved at have definitioner b˚ade
i teksten og i kasser indikerer forfatteren et hierarki af definitionerne. Men
for den studerende, der hidtil primært har haft en operationel forst˚aelse af
integraler, heriblandt definitioner og sætningers betydning og forma˚l, bliver
vedkommende nu her udsat for en tekst, hvor der er krav om en strukturel
forst˚aelse af definitionerne og dermed en forst˚aelse for den rolle, som defi-
nitioner, sætninger og beviser har for begreber. Det bemærkes samtidigt, at
den kognitive belastning er markant i Kalkulus, specielt i afsnittene 8.5 og
9.5, hvor den studerende samtidig oplever en tæthed i brugen af begreber,
som ikke er reificeret. Denne kombination vil med stor sandsynlighed medføre
en større faglig usikkerhed hos den studerende.
Kravet om strukturel forst˚aelse p˚a universitetsniveau underbygges ligele-
des i vores analyse af eksamensopgaverne, hvor der i universitetsopgaverne
næsten udelukkende stilles krav om at foretage beviser, hvor det nødvendigt
med en strukturel forst˚aelse, naturligvis koblet med en god operationel
forst˚aelse for, hvordan man udfører et bevis. Til studentereksamen er op-
gaverne af typen: “beregn”. I det eksempel, som vi i analysen har medtaget
fra eksamen med hjælpemidler, ses, at der reelt kun bringes to regneregler i
spil - dvs. der bringes ikke definitioner p˚a banen og den studerende skal blot
forholde sig til et begreb, nemlig det bestemte integral. I universitetsopgaver-
ne stilles krav om at udforske og identificere, hvilke definitioner og sætninger
der er relevante i forbindelse med problemet. Det ses i vores analyse af opgave
1 fra KU, at der her er 4 væsentlige begreber som den studerende ved eget
initiativ skal bringe i spil.
4.2.2 Forstyrrelser af begrebsbilledet
Der er vores vurdering, at de studerende i gymnasiet f˚ar dannet et begrebs-
billede af integration, som afviger fra den formelle begrebsdefinition. Dette
skyldes som tidligere nævnt bogens fokus p˚a arealer og kontinuerte funktio-
ner.
I vores spørgeskemaundersøgelse ses ogs˚a klare uoverensstemmelser mel-
lem begrebsbillede for og begrebsdefinition for integrabilitet samt for vektor-
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begrebet. I undersøgelsen ses s˚aledes, at selvom nogle studerende har kun-
net give en tilnærmelsesvis rigtig definition p˚a integrabilitet indeholdende
summer, besvarer en overvejende stor del de efterfølgende spørgsma˚l p˚a det
grundlag, at en funktion skal være kontinuert, for at den er integrabel. Kæ-
des dette sammen med bogens fokusering p˚a arealer og kontinuitet, fremst˚ar
tydelige indikationer p˚a et stort skel mellem begrebsbillede og definition,
hvilket anses for at være en potentiel kognitiv konfliktfaktor.
Det viser sig i analysen af Kalkulus, at her er der indledningsvist ogs˚a
fokus p˚a arealer og kontinuerte funktioner. Fx defineres integralet i afsnit 8.2
i Kalkulus uden brug af diskontinuerte funktioner, og de tilhørende figurer
er grafiske fremstillinger af pæne kontinuerte funktioner. Man kan p˚a den
baggrund fristes til at mene at, der ikke udløses en reel kognitiv konflikt.
Eller sagt p˚a en anden ma˚de - den studerende vil ikke opleve et spring, da
begrebsbilledet, hvor kontinuitet er vitalt for integrabilitet, forbliver uæn-
dret.. Men ses der nærmere p˚a specielt opgaverne, hvor der i vores analyse
er fremhævet en opgave med en diskontinuert funktion, der er integrabel, ses
det, at begrebsbilledet bliver forstyrret. Her er det ikke længere nok at have
et begrebsbillede, der er bundet op p˚a kontinuerte funktioner og arealbereg-
ninger. Det tankevækkende er her, at man i de kapitler, som g˚ar forud for
omtalte opgaver, ikke sætter diskontinuitet i relation til integrabilitet. Kædes
dette sammen med, at forfatterne ikke har bragt de diskontinuerte funktio-
ner p˚a banen i et tidligere kapitel, ses samlet en større indikation p˚a, at det
fra lærebogsforfatterens side er forudsat, at læseren har et begrebsbillede af
integrabilitet, der ligger tæt opad begrebsdefinitionen, eller sagt med Sfards
ord; at begrebet er reificeret.
Til dette hører dog, at der i gymnasiebogen er et eksempel med en dis-
kontinuert funktion(se side 51), som umiddelbart ligner universitetsopgaven;
men her er der tale om en funktion, som ikke er integrabel. De to gaffel-
funktioner har mange fællestræk, og i begge tilfælde skal integrabiliteten be-
eller afkræftes vha. over og undersummer. Som redegjort for i analysen af
gymnasiebogen, kan begrebsbilledet nærme sig den formelle begrebsdefini-
tion gennem det sidste afsnit om integrabilitet. Men vi problematiserer som
sagt i analysen det forhold, at det sidste afsnit nok vil virke mere degressivt
end progressivt for begrebsforst˚aelsen. Dette i kraft af, at kontinuiteten og
arealerne forventes at være s˚a dybt forankret i begrebsbilledet af integration,
da dette opbygges af kontinuerte funktioner og arealer næsten gennem samt-
lige delkapitler i MAT 2A. Og derfor forventer vi, at underviseren nok højst
vil knytte et par kommentarer til integrabilitetsafsnittet, hvorfor den omtalte
diskontinuerte gaffel-funktion muligvis forbig˚as.
Vi forventer derfor, at kontinuerte funktioner og arealer vil st˚a stærkest i
den studerende begrebsbillede efter at have gennemg˚aet integrationskapitlet
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i gymnasiet.
Samlet kan det siges, at den studerende kan møde op p˚a universitetet
med et begrebsbillede af integration, som er væsentligt forskelligt fra be-
grebsdefinitionen og med primært en operationel forst˚aelse af integration.
P˚a universitet møder den studerende krav om en b˚ade en operationel og
strukturel forst˚aelse, og hvor der er behov for et begrebsbillede, der ligger
tæt op af begrebsdefinitionen. Endelig vil det være forventeligt, at den stu-
derende oplever en stor usikkerhed i forbindelse med arbejdet med stoffet p˚a
universitetet - dels pga. de den kognitive belastning og dels pga. tætheden i
anvendelse af ikke-reificerede begreber.
4.3 Samspillet mellem kompetencer og be-
grebsdannelse
Vores analyseramme best˚aende af teorierne om kompetencer, begrebsbillede
og begrebsdannelse har p˚a hver sin ma˚de kastet lys over i hvilken forstand,
der kan tales om et spring i det faglige kompetenceniveau ved overgangen fra
gymnasiet til et matematikstudium p˚a universitet. I et vist omfang ses det,
at der er overlap i argumentationen, n˚ar de forskellige teorier bringes i spil.
Fx giver vores identifikation af skjulte beviser os lejlighed til at pege p˚a, at
anvendelsen af denne form for bevisførelse b˚ade har betydning for, hvorle-
des kompetencerne stimuleres, og hvordan begrebsdannelsen kan finde sted.
Som det ses af ovenst˚aende diskussion betyder det i begge tilfælde, at den
studerende kan komme til at opleve overgangen til universitetet som proble-
matisk. P˚a samme vis ses det i diskussionen af eksamensopgaverne, at disse -
set igennem vore kompetencebriller - kan betyde, at den studerende oplever
et spring, idet der er en væsentlig forskel især i forbindelse med den ma˚de
ræsonnementskompetencen bringes i spil. Den studerende vil ogs˚a kunne op-
leve et spring i forbindelse med eksamensopgaverne pga. krav om s˚avel en
strukturel som en operationel forst˚aelse. Et sidste eksempel er det forhold, at
integrabilitet i gymnasiet typisk bliver knyttet til kontinuerte funktioner og
arealberegninger. Set i lyset af kompetencerne betyder det at rækkevidden
af begrebet integrabilitet indskrænkes, og set i lyset af teorien om begrebs-
billeder dannes et begrebsbillede, hvor der er indbygget en potentiel kognitiv
konflikt i forhold til den formelle begrebsdefinition. P˚a den baggrund synes de
anvendte teorier at komplementere hinanden og virker dermed bekræftende
p˚a vores vurdering af, at der er tale om et spring.
Side 108 af 123
Kapitel 5
Konklusion
Vores problemformulering lyder: “I hvilken forstand er der et spring i det
faglige kompetenceniveau mellem gymnasialt A niveau og 1.˚ars universitets-
studium i matematik?” P˚a baggrund af vores analyse og diskussion mener
vi, at den studerende kan opleve et spring i det faglige kompetenceniveau i
den forstand, at springet bunder i:
• En primær operationel forst˚aelse for matematikken, som den studeren-
de medtager fra gymnasiet til universitet, hvor b˚ade en operationel og
strukturel forst˚aelse er p˚akrævet.
• Det store antal begreber som bringes i spil, og som den studerende
ikke har den fulde forst˚aelse for, dvs. begreberne er ikke reificeret, og
samtidigt er den kognitive belastning høj i flere kapitler. Disse to forhold
gør, at vi konkluderer, at den studerende kan opleve en stor usikkerhed
i læringsprocessen.
• Et i gymnasiet erhvervet begrebsbillede af integrabilitet, hvor kontinu-
erte funktioner og arealer spiller den største rolle. Dette billede lever
videre et stykke tid p˚a universitet uden forstyrrelser. Men pludseligt
konfronteres den studerende i opgaver med bl.a. integration af diskon-
tinuerte funktioner. Herved kan opst˚a en større kognitiv konflikt, som
resulterer i forstyrrelse af begrebsbilledet. Dette kan virke degressivt
p˚a begrebsforst˚aelsen.
• Krav p˚a universitetet til niveauet af tankegangs- og ræsonnementskom-
petencerne i forbindelse med generaliseringer af matematiske begreber
og det at aktivt at kunne udføre beviser. For de øvrige kompetencer
ses en mere naturlig progression i kompetencekravene.
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Perspektivering
Vores proces med at skrive projektet kan sammenlignes med en diskontinuert
funktion over tid med sine “ups and downs”, men karakteristisk har været
at vi ind imellem har bevæget os ud af tangenter, der satte problemformu-
leringen i nye perspektiver; perspektiver, som vi dog har ma˚ttet forlade og
vende tilbage til hovedlinjen. Vi vil her pege p˚a nogle af disse tangenter.
Som nævnt i indledningen er problemformuleringen født af bl.a. vores
egne oplevelser. Men set i et andet perspektiv har der ogs˚a været andre mo-
tivationer for projektet. S˚aledes havde flere os en interesse i at f˚a et “rigtigt”
bud p˚a, hvad en studerende p˚a gymnasiet bør opn˚a af matematiske forst˚aelse.
Det har vi ikke forsøgt at give med dette projekt; men der kan, som vi har
skrevet i teoriafsnittet om kompetencerne, peges p˚a, at et s˚adant bud afhæn-
ger af, hvordan en “rigtig” matematiker defineres, og hvad der stilles af krav
af den efter gymnasiet eventuelle kommende uddannelsesinstitution. Der er
næppe tvivl om, at kravene er forskellige, hvorfor det kunne være relevant at
se p˚a andre uddannelsesinstitutioner, hvor matematikken spiller en rolle, fx
økonomi- og ingeniørstudierne.
I vores afgræsning har vi valgt at se bort fra underviser og i et vist om-
fang ogs˚a de studerendes reelle faglige kompetenceniveau. Vi kunne konkret
have interviewet underviser p˚a gymnasiet og universitetet med henblik p˚a at
be- eller afkræfte det i gymnasieanalysen fundne resultat, som peger p˚a, at
nybagte studenter med stor sandsynlighed har dannet et begrebsbillede af
integrabilitet, der er præget af kontinuerte funktioner og arealberegninger.
P˚a samme vis kunne en spørgeskemaundersøgelse blandt universitetsstude-
rende have underbygget vores motivation for projektet, samtidigt med at vi
kunne have f˚aet en indikation af, om resultatet af vores analyse ogs˚a gælder
matematikstuderende.
Analyserammen, som best˚ar af teorierne om kompetencer, begrebsbillede,
begrebsdannelse og kognitiv belastning, har den særlige karakter, at teorierne
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p˚a sin vis anvendes indirekte i forhold til, hvad de egentligt beskriver. Teo-
rierne drejer sig om, hvad der sker hos individet og kun i begrænset omfang,
hvad der kan læses i lærebøgerne. Men skulle man have anvendt teorierne
mere direkte, ville det, ud over tid og ressourcer (interview og flere og større
spørgeskemaundersøgelser), ogs˚a have involveret en overvejelse om, hvordan
springet kunne ma˚les og dermed kvantificeres. I KOM-rapporten peges p˚a, at
de matematiske kompetencer kan ses som pejlemærker for faglighed. S˚afremt
dette er rigtigt kunne man overveje at opstille en ma˚leenhed for i hvilket
omfang, en studerende har erhvervet en eller flere kompetencer. Anvendelse
af den snart ikke-eksisterende 13-skala synes ikke at kunne yde en vurdering
af kompetencer retfærdighed, idet hver kompetence best˚ar af flere delkom-
petencer. Dette skal ikke ses som en kritik af skalaen; men selve anvendelsen
heraf. I gymnasiet honoreres ofte blot det, at den studerende kan reproducere
et matematisk bevis eller løse standardopgaver. Man kunne ma˚ske udvikle,
lad os sige et kom-o-meter. Relevansen heraf er tydelig, idet det allerede i
dag i gymnasiet er et formelt krav, at de studerende skal have en generel
kompetencevurdering. Dette sker i dag primært ved samtaler mellem den
studerende og en kontaktlærer, men hvor det er vanskeligt for begge parter
at være konkrete. P˚a samme vis vil et kom-o-meter kunne være et redskab
til at tydeliggøre, hvilke krav der stilles p˚a de videreg˚aende uddannelser. P˚a
denne ma˚de vil der være mulighed for at den studerende kunne f˚a et klare-
re billede af, hvad der forlanges p˚a den videreg˚aende uddannelse og dermed
reducere risikoen for, at overgangen til universitetet vil blive oplevet som
problematisk.
Endelig har vi haft overvejelser om, hvilket omfang forstyrrelser af be-
grebsbilleder opleves som progressive eller degressive. Hvorn˚ar giver en for-
styrrelse anledning til at den studerende handler hensigtsmæssigt, s˚aledes at
vedkommende f˚ar ændret sit begrebsbillede s˚a der er større overensstemmel-
se med begrebsdefinitionen? Forstyrrelsen kan sidestilles med, at der opst˚ar
en reel kognitiv konflikt. Men spørgsma˚let er, hvordan og i hvilken grad for-
styrrelsen mest hensigtsmæssigt kan finde sted eller hvordan man sikrer en
hensigtsmæssig progression i begrebsdannelsesprocessen.
Vi har i øvrigt overvejet hvilke svar andre kunne tænkes at give, hvis
de blev stillet det spørgsma˚l, som vi har stillet i problemformuleringen. An-
dres svar vil formentlig afhænge af, hvilke lærebøgerne der vil blive anvendt.
Men forudsættes det, at andre anvender det samme lærebogsmateriale, som
vi har anvendt, vil der næppe være tvivl om, at de ligeledes ville kunne
identificere et spring. Spørgsma˚let er s˚a om de vil identificere springet i sam-
me forstand, som vi har gjort. Her mener vi, at det især vil kunne være et
fortolkningsspørgsma˚l om, studerende vil opleve et spring i forbindelse med
problembehandlingskompetencen og symbol- og formalismekompetencen.
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Desuden kan vi formentlig ikke sige os helt fri fra en vis subjektiv vur-
dering pga. vores egne erfaringer med matematik p˚a det undersøgte niveau.
S˚aledes kan visse dele af analysen vedr. specielt Kalkulus være præget af vores
deltagelse i faget Analyse (E2) p˚a RUC. Her er lærebogen “An introduction
to Analysis” af W. R. Wade p˚a mange ma˚der anderledes end Kalkulus. Fx
er der i Wades bog eksempler p˚a begrænsningerne i sætninger i modsætning
til Kalkulus. Det betyder, at vi har haft personlig erfaring og mulighed for se
rækkevidden af nogle begreber. Men netop denne erfaring har vi selv ma˚tte
erkende som værende et stort spring i forhold til gymnasiet. Med den erfa-
ring i baghovedet kan vi s˚a ubevidst have ledt efter tilsvarende elementer i
Kalkulus.
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Ekspertmails
Herefter følger et antal mailkorrespondancer.
A.1 Mailkorrespondance 1
Hej Bjørn Grøn,
I forbindelse med et studenterprojekt p˚a Roskilde Universistscenter, som
dels omhandler analyse af lærebøger i gymnasiet, anmoder vi (de studerende der
arbejder p˚a projektet) om dit syn p˚a valget af disse. For et a˚rs tid siden foreslog
Mogens Niss af vi kontaktede dig vedrørende spørgsma˚let om den mest anvendte
matematikbog i gymnasiet, og du kom med svaret om er der ikke forefindes en
fordeling. Men det kunne ma˚ske tænkes at du har en fornemmelse, ligesom sidst,
hvor du bl.a. nævnte Carstensens og Frandsens MAT-bøger. Derfor spørger vi dig
nu:
Kan du ”fornemme”hvilke lærebøger der er mest udbredte p˚a gymnasiets
højeste klassetrin? Og ma˚ske kan du ogs˚a svare p˚a om den nye reform har medført
nye bøger til disse klassetrin p˚a nuværende tidspunkt.
Vi h˚aber du kan give svar (vi var taknemmelige sidste gang).
Hilsen Daniel Hansen p˚a vegne af RUC-gruppen
.
Kære Daniel
Jeg g˚ar ud fra spørgsma˚let denne gang vedrører reformen.
Vi har ingen tal for, hvad skolerne køber og anvender. Men ud fra samta-
ler med forlagene og forfatterne er det mit indtryk, at der er betydeligt større
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spredning p˚a valg af bøger, end der har været hidtil. De forlag / forfattere jeg har
talt med melder alle om at 1. oplag hurtigt blev udsolgt, og 2. eller 3. oplag er
godt i gang.
De mest anvendte lærebogssystemer tror jeg vil være
Carstensen, Frandsen og Studsgaard, mat B1, B2 og A1, A2 + opgavebøger p˚a
systime. Disse rummer meget stof fra deres tidligere system. De anvendes bredt
ud i gymnasieverden
Clausen, Schomacker og Tolnø, Gyldendals Gymnasiematematik, grundbøger og
arbejdsbøger, C, B1, B2, A1, A2. Disse er helt nyskrevne. De anvendes i stor
udstrækning p˚a de hold der tidligt definerede sig som A-studieretningshold
Thomas Jensen og Morten Overgaard Nielsen, Matema10k-serien p˚a forla-
get Frydenlund. Disse er helt nyskrevne. De anvendes af mange C-niveauer, b˚ade
i gymnasiet og p˚a hf.
Hans Sloth, Trips matematikserie. Grundbogen er kommet og er bereg-
net til en start p˚a alle niveauer, og dækker ogs˚a kernestoffet p˚a hf C og stx C.
Der er meget stof fra tidligere bogsystem. De anvendes bredt ud i gymnasieverden.
Dertil kommer nogle bøger, hvor jeg ikke har en klar fornemmelse af ud-
bredelsen:
Fristrup, Nørg˚ard og Storm Rasmussen, Mat C, hf, Systime. Nye forfattere
- jeg tror den har vundet en vis udbredelse. (det fremg˚ar ikke af forordet om der
er planer om en mat B bog).
Knud Erik Nielsen, Esper Fogh, Vejen til Matematik C og AB1 er kom-
met, forlaget HAX. Nye forfattere.
Uwe Timm og Torben Svendsen, Matematik C (forordet angiver det er led
i et system).
Ole Christiansen, Frede Dybkjær, Peter Leineweber, Origo, matematik til
gymnasiets 1.g, forlaget Malling Beck. (Det fremg˚ar ikke af forordet om der
kommer flere i serien).
En evt analyse af bogsystemer og læreplaner kunne med fordel koncentrere
sig om de tre førstnævnte systemer.
Jeg modtager gerne et eksemplar af jeres produkt.
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Med venlig hilsen
Bjørn Grøn
A.2 Mailkorrespondance 2
To Dr. Graham Cooper
Dear Sir,
Allow me to introduce myself. I am student at the University of Roskilde
in Denmark. I am doing a project in mathematics on the difference between math
in the high school and in the university.
Your paper: Research into Cognitive Load Theory and Instructional Design
at UNSW”(1999) have especially drawn my attention the idea of working memory.
Here a definition is presented as: ”Cognitive load refers to the total amount
of mental activity imposed on working memory at an instance in time”. It is
somewhat unclear to me how ”instance in time”should be understood. As an
example, does it mean the time a student is using to read a sentence or a whole
chapter (5-10 pages)?
I hope you will take the time to respond.
Best Regards
Jens Kjaergaard
.
Jens,
working memory refers to your conscius thoughts....and these a moment
specific (measured in seconds rather than minuites...or hours)
That means, at ”any instance in time”you are holding within your immedi-
ate consciousness a range of ideas, concepts, procedural knowledge...and perhaps
other things too. All of these things are examples of, or part of, schemas.
When a student reads a chapter of a mathematics text s/he is not really
holding in their working memory all of the material that they are reading
within the chapter. Rather, s/he is attending to, ”letting go”, and recalling,
a range of ideas/ information in such a way that s/he can be mindful of the
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material immediatly required to ”understand”the point(s) at each instance in time.
A student who has understood all of the relevant materials of the chapter
will be able to cope with this on going process because after ”letting go”an idea
from thier consciosness they will be able to reinstate it a few minuites later
when the content requires them to do so because it is already effectively placed
within their long term memory (though perhaps not well embeded) as they have
UNDERSTOOD the materials
A more novice student, however, may struggle to recall such information
because they have not yet learnt/ understood the material(s) and so face a
different task - that of REMEMBERING lots of isolated aspects of information.
It is for these reasons that good students seem to have no problems in
learning the new materials while poorer students can genuinly be ”lost”because t-
hey can NOT ”see”all the pieces of logic required to explain a piece of mathematics.
So, in brief....”at any instance in time”is measured in seconds, and if a
student, at any point in time ranging over a few seconds, can NOT hold in their
mind ALL of the pieces of mathematical logic required to explain a problem...then
they can not undertand it.
Of course there is more to it than this...such as the fact that schemas
grow in size and complexity with expertise....so that a novice student is effectively
processing MANY SMALL schemas while experts process FEW LARGE schemas.
The relation to working memory is that there is room for about 7 schemas,
regardless of their size.
Experts cope because each of their schemas holds lots of information...and
so only need to hold a ”few”in mind to understand materials.
Novices (and poor students) fail to learn because each of their schemas
holds very little information....and so need to hold ”MANY”in mind to under-
stand....but they CAN NOT DO SO because of working memory limitations.
hope this helps.
say hi to the little mermaid for me
regards
g
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Bilag B
Sumgrafer
Eksempler p˚a grafisk repræsentation af summer fra gymnasiebogen MAT
2A.
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Bilag C
Spørgeskema
Præsentation af anvendte spørgeskema.
Kære 3g’er
Du sidder her med et spørgeskema, som indg˚ar i vores projekt om forskelle
mellem matematik p˚a gymnasieniveau og universitetsniveau. Spørgsma˚lene
forsøger at afdække din matematiske forst˚aelse. Vi understreger derfor, at
det ikke er et spørgsma˚l, om du regner rigtigt eller ej! Det vigtige er, at du
forklarer, hvordan du har løst eller kunne tænke dig at løse opgaven. Husk
at læse opgaverne grundigt igennem.
Tak for hjælpen!
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C Spørgeskema
Opgave 1
1. Beskriv med egne ord, hvad det betyder, at en funktion er integrabel?
2. Er de nedenst˚aende funktioner integrable? Begrund svaret.
3. Funktionen f(x) er p˚a intervallet [0, 1] givet ved:
f (x) =
{
0 for x ∈ R\Q
1 for x ∈ Q
Er denne funktion integrabel? Begrund svaret.
Opgave 2
1. Funktionen f(x) er givet ved f(x) = sin x. Løs det bestemte integral:∫ 2pi
0
f (x) dx
2. Bestem arealet af omr˚adet afgrænset af funktionen f(x) og
x-aksen p˚a intervallet [0, 2pi]?
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C Spørgeskema
Opgave 3
1. Hvad er en stamfunktion? Begrund svaret.
2. Lad f(x) være givet ved:
f (x) =
x
ax+ b
Er g(x):
g (x) =
x
a
− b
a2
ln |ax+ b|+ C , C ∈ R
en stamfunktion til f(x)? Begrund svaret.
Opgave 4
1. Beskriv med egne ord, hvad en vektor er.
2. Hvilke af nedenst˚aende mængder repræsenterer en vektor? Begrund
svaret.
3. Hvad er en vektorfunktion? Begrund svaret.
4. Hvilket, af de tre nedenst˚aende funktioner (a, b eller c), er
vektorfunktioner? Begrund svaret.
a (t) = 2t~i+ 5t2~j , b (x, t) = 2x2 + 3t , c (s) = (3s2 + 2)~t+ 3s~j
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C Spørgeskema
Opgave 5
1. Hvilke kriterier stilles der for en vektor ~a, hvis denne skal være normal
for en plan i rummet? Begrund svaret.
2. Lad planen α være givet ved:
x = 4− 2s− 2t
y = 6− 3s− t
z = 6− 3
2
s+ 1
2
t
, s, t ∈ R
Er de nedenst˚aende vektorer normal til denne plan? Begrund svaret.
~a = (2,−5, 6) , ~b = (3,−4, 4) , ~c = (−3
2
, 2, 2
)
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